KAPITEL 6 INTEGRALRECHNUNG SEITE 232

[o]

Kapitel 6

Integralrechnung
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Vorbemerkung: Zur Integration fithren zwei Zugénge:

1. Analytischer Zugang:

Die Integration ist formal die Umkehroperation zur Differentiation. Bei der
Differentiation wird aus der Funktion deren Ableitung berechnet. Bei der Integration
wird aus der Ableitung auf die zugehorige Funktion geschlossen.

2. Geometrischer Zugang:
Die Integration ist die Bestimmung der Fliche unterhalb einer gegebenen Kurve.

Beide Zugiinge sind gleichwertig und mathematisch identisch. Sie werden nacheinander in
den Abschnitten 6.1 und 6.2 dargestellt.

Wie verlduft die

Landgewinnkurve?
Hier noch eine Skizze '
der Halbinsel. 1
A L L ] N N -
L 100 300 500 700 900 o
o g
Vervollstindigen Sie die  -151

Graphik, die die GroBe des g4
gerodeten Landes angibt.

.

_J'_‘r——

o 30 s 70 oo x(m)

> 48

Genug gelibt > 95

Weitere Ubung gewiinscht > 94
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Die Stammfunktion
Grundproblem der Integralrechnung

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.1 Die Stammfunktion
Lehrbuch, Seite 135 - 135

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 3

-

Jeden Tag kommt die Gréfe des km=
gerodeten Flachenstreifens 13

F(x;)- Ax; hinzu. Die Land- 10
gewinnkurve wéchst dort am 05
stédrksten, wo die Halbinsel am ] ‘ ‘ _

breitesten ist. 100 300 500 700 900 *(m

Diese Angabe wird umso genauer, je kleiner die Intervalle sind, in denen die Meldungen
iiber das neu gewonnene Gebiet eingehen (zweimal am Tag, dreimal ...)

Die Landgewinnkurve geht km?
schlieBlich in die Integralkurve 15
iiber. Skizzieren Sie die 10
Integralkurve. 05

100 3% T sl0 T 700 T 900 xm

Wenn man ein Prinzip und seine Anwendung verstanden hat, bringen weitere Ubungen
keinen wesentlichen Lerngewinn.

Ubungen dienen vor allem der Selbstkontrolle, ob namlich ein Verfahren, das man
verstanden hat, auch aktiv angewandt werden kann.

Leider vergiBt man auch. Wiederholungen wirken dem Vergessensprozell entgegen.
Wiederholen Sie nach einem oder mehreren Tagen. Dazu finden Sie Ubungsaufgaben im
Lehrbuch auf Seite 158. Hier sollten Sie folgende Aufgaben 16sen kdnnen:

65A 6.5.B und 6.54
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Gegeben sei eine Funktion: f(x)
Gesucht ist ihre Stammfunktion F (x)

Welche Beziehung besteht zwischen beiden Funktionen:

km?
15
1
.05
100 300 S0 | 700 90  x(m

Der Ubergang von der unstetigen Summenkurve zur stetigen Integralkurve ist auch hier
durch einen Grenziibergang gewonnen.

In Formeln: L(x) = A}cim0 i f(x;)- Ax; =f S(x)dx

iV =1 0

Und wieder ist es Zeit fiir eine @&ﬁ?
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Fi(x)=f(x)

Die Integration ist die Umkehroperation zur Differentiation.

Das bedeutet: Wenn man eine gegebene Funktion differenziert und die erhaltene Ableitung
wieder integriert, so erhilt man die urspriingliche Funktion bis auf eine additive Konstante
zuriick.

Fiihren Sie nacheinander Differentiation und Integration an der folgenden Funktion durch
y=x

Differentiation y’'= ...............

Integration V= e

Die folgenden Aufgaben kénnen Sie ohne Rechnung losen, wenn Thnen der Zusammenhang
zwischen Differenzieren und Integrieren klar ist.

X
Gegeben ist die Funktion F(x) = [(3x% +2) dx
0

Gesucht ist die Ableitung F’(x)

%F(@:F’(x): ...............

Losung gefunden > 52

Hinweis erwiinscht > 51

Im n#chsten Abschnitt wird die partielle Integration behandelt. Eingie der Grundintegrale,
die in der Tabelle im Lehrbuch auf Seite 157 aufgefiihrt sind, sind durch die Methode der
partiellen Integration gewonnen.

Entscheiden Sie jetzt selbst, wie es fiir Sie weitergehen soll. Hier noch eine
Entscheidungshilfe.

Hatten Sie bisher groBe Miihe, oder ist die Integralrechnung ganz neu fiir Sie,
so iiberspringen Sie den Abschnitt jetzt und studieren Sie ihn bei spiterem Bedarf. - > 108

Sind Ihnen die Ubungen bisher gelungen und wollen
Sie die neue Integrationstechnik kennenlernen, so > 97
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[5 ]

V' =3x2

y= X +C Hinweis: Bei der Integration tritt eine Konstante auf.

Rechnen wir noch ein Beispiel in der iiblichen Notierung. Dabei werden Stammfunktionen
durch GroBbuchstaben bezeichnet. Achten Sie auf die Konstante in der Stammfunktion

Fx)=y= X2 +4
Differentiation: F)y=f(x)=y = ...
Integration: FX)=y= ..ot

Hinweis: Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung gilt fiir die

X
Flichenfunktion F(x)=[ f(x)ds:
0

F/(x) = ?j; [ £ de=1(x)
0

X
Die Aufgabe war:  Gegeben F(x) = J (3x2 +2) dx
0

. d R B P _
Gesucht ist —F(x) = F'(x) =— '<[ Gx2+2de=........

Partielle Integration

Hier ist es besonders wichtig, daB Sie aktiv mitrechnen. Nur dann ist gesichert, dal man die
Umformungen verstanden hat. Eine wirksame Form der Kontrolle ist, die im Text
gerechneten Beispiele hinterher noch einmal selbsténdig zu rechnen.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.5.5 Partielle Integration
Lehrbuch, Seite 149 - 150

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 98
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[6]

F'(x)=2x
F(x)=x>+C

Fithrt man Differentiation und Integration nacheinander an einer Funktion aus, erhilt man
die urspriingliche Funktion bis auf eine additive Konstante zurtick.

Verfolgen wir an einem anderen Beispiel noch einmal die beiden Umformungen: Wir
beginnen mit der Funktion y =sin(27mx)

Differenzieren wir, so erhalten wir ~ F’(x) = f(x) =21 cos(2m - x)

Integrieren wir, so erhalten wir F(x)=sin(2rn-x)+C
Geben Sie die Stammfunktion an flir f(x) =cos x
F(xX)= ..coviiiiiiini

d X
Ergebnis: F’(x) = -d—xj (3x% +2) dx =3x2 +2
0

Die Notierung mag ungewohnt sein, deshalb wird sie hier ja gelibt. Der Inhalt ist gelaufig:

Differenzieren und Integrieren sind Umkehroperationen oder inverse Operationen. Sie
heben sich auf, wenn sie unmittelbar nacheinander ausgefiihrt werden.

Beispiel fiir eine andere inverse mathematische Operation: Quadrieren — Wurzelziehen:

X
+a? =a Entsprechend ist: %J. f(x)dxe= f(x)
0

Wie lautet die Formel fiir die partielle Integration?




KAPITEL 6 INTEGRALRECHNUNG SEITE 239

Fiir f(x)=cosx gilt F(x)=sinx+C

Falls Sie das Ergebnis nicht hatten, iiberzeugen Sie sich von der Richtigkeit, indem Sie F(x)
differenzieren. Dann erhalten Sie f(x).

Schwierigkeiten kénnten mit den Bezeichnungen entstehen. Wir miissen uns merken: Die
Stammfunktion wird meist mit F' (x) bezeichnet; die zugehorige Ausgangsfunktion mit f(x).

Diese Bezeichnungsweise mull man sich einprigen. Jedenfalls werden wir sie hier immer
benutzen. Es ist eine sehr gebrauchliche Bezeichnungsweise.

Integrieren heilt: Zu einer gegebenen Funktiondie ............... zu suchen.
Die gegebene Funktion ist die Ableitung der ...............

Gegeben sei die Funktion f(x) = x'.  Zu berechnen sei der Inhalt A der schraffierten.

A Fliche. Wie wiirden Sie vorgehen?

201 o Zerlegung des Intervalls in dquidistante Teilpunkte
xp=,xy,%3,......... s Xy =2

Bestimmung von A als Grenzwert

n
A=1im Y f(x;) Ax; > 54
7=l
¢ Sje suchen eine Stammfunktion F (x) von f(x).
Danach Berechnung von A gemif:
A=F(2)-F() > 55

_[v’udx=uv—_[vu’dx

Dies ist die Grundformel fiir die partielle Integration. Bei der Anwendung mufl man das
urspriingliche Integral geschickt interpretieren. Das Beispiel im Lehrbuch war: _[ x-e¥dx

Dort wurde x = u gesetzt und " = v’

Der Grund ist klar, bei der partiellen Integration entsteht dann auf der rechten Seite ein
Integral, das 1osbar ist.
Rechnen Sie unter diesem Gesichtspunkt noch einmal das Beispiel, wenn moglich ohne das
Lehrbuch zu benutzen.

> 100
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Stammfunktion
Stammfunktion

Entscheiden Sie selbst iiber den Fortgang lhrer Arbeit:

Zusatzerlauterung zur graphischen Darstellung
des Zusammenhangs von Integral- und Differentialrechnung. > 9

Falls Ihnen alles bekannt, so springen Sie auf > 14

Sie haben durchaus recht. Man kann die Flidche A so berechnen.

Aber dieses Verfahren ist sehr unhandlich. Man muf} es dann anwenden, wenn sich eine
Funktion nicht in geschlossener Form integrieren 146t.

Im tibrigen berechnen Computer die Flichenfunktionen immer auf diese Weise.

Leichter ist es fiir Sie aber, die Stammfunktion zu f (x) = x* aufzusuchen und damit die
Fliche A zu berechnen.

> 55
100
Ix e“dx=x-e* -e* +C
Grundgleichung der partiellen Integration
Juv’dx=uv—Jvu’dx
Lasen Sie die folgende Aufgabe mit Hilfe der partiellen Integration:
[lnxdc= .
Hinweise erwiinscht > 101

Loésung gefunden > 102




KAPITEL 6 INTEGRALRECHNUNG SEITE 241

FeoA [9]
Gegeben sei eine Funktion F (x) e
24
14
3 3 i 35 & %
Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion F’ (x),
also der Ableitung, im Intervall F'x)A
24
0<x<6
Diese Operation entspricht 5
der Differentiation _
1 2 3 4 3 x
> 10
Richtig, so geht es fiir uns am leichtesten.
2
Der Flidcheninhalt A= J' f(x) dx 14Bt sich mit Hilfe einer Stammfunktion F (x)
1

2
von (x) wie folgt berechnen: 4 = J- f(x)de=F(2)-F(1)
1
Suchen Sie nun eine Stammfunktion F (x) zu f(x) = x* und berechnen Sie A.

Stammfunktion F(x)=.....o.cooo.t.

Flicheninhalt A=FQ)-F(1)=...............

101

Wir gehen aus von der Grundgleichung J-u vidx=uv- I vu' dx

Zu 16sen war Ilnx dx . Wir wihlen als Ersatzfunktionen:

Inx = u (x)
1=v’(x) daraus folgt v (x) =x

Losen Sie nun die Aufgabe:

> 102
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Fir den Verlauf von F’ hatten Sie drei ™4
Anhaltspunkte: Fiir x = 0 hat die Kurve F (x) eine 24
horizontale Tangente. Steigung: F’(0)=0
Fur x = 3 ist die Steigung von F (x) am groften. H
Steigung: F(3) = 1 e — >
Fiir x > 5 nidhert sich die Kurve F (x) immer mehr 12 3 4 5 *
der Horizontalen. Steigung: F’(10) =0 FlA
Skizzieren Sie zwei Funktionen F (x) aufgrund 3
des oben angegeben Verlaufs der Ableitung 24
F’ (x). Eine Funktionskurve soll durch den
Nullpunkt des Koordinatensystems gehen, eine 4
zweite durch den Punkt (0,1). Diese Operation o
entspricht der Integration. b2 3 4 5 *
> 11
5
F(x)= x? +C
1
A=FQ2)-FQ)= §E+C - l+C =£—l=6—
5 5 5 5 5
> 57
102
[nxdc=x-nx-x+C
Ihr Ergebnis war richtig > 104
Ausfiihrliche Herleitung erwiinscht > 103
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o

Es kommt hier nicht auf Einzelheiten der 3
Zeichnung an. Sie muBl qualitativ richtig sein. ,
Uberpriifen Sie die Merkmale.

Horizontale Tangente bei x = 0 und fiir groBe x

Steigung 1 bei x =3
Welche der gezeichneten Kurven F' (x) sind ebenfalls Losungskurven flir den auf der
vorhergehenden Seite gegebenen Verlauf von F’ (x)?

OA
0B
Ooc
Ubp

Beispiele fiir das bestimmte Integral

In diesem Abschnitt folgen Ubungen fiir die Berechnung bestimmter Integrale, sowie
Anwendungen auf Flichenberechnungen und physikalische Probleme.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.4.1 Beispiele fiir das bestimmte Integral
Lehrbuch, Seite 143 - 145

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 58

103
Grundgleichung Iuv’dx =u v—Jv v’ dx. Zu l6sen: Jlnx dx =j1nx-1-dx

’

Wahl der Ersatzfunktionen: Inx=u dannist u'=

b xl,_

1=v’ also v=

Damit erhalten wir

Ilnx-ldx=(1nx)x—jx-£dx=(lnx)x—jdx=(1nx)x—x+C

> 104
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Alle  hier gezeichneten Kurven  sind
Integralkurven fiir die gleiche
Ableitungsfunktion. Sie unterscheiden sich durch
eine additive Konstante.

Geben Sie die Randbedingungen der vier Kurven
A,B,C,Dfiirx=0an.

A FO)=..........
B FO)=..........
C FO)=..........
D FO)=..........

Berechnen Sie die Fldche unter der Funktion y =x
im Intervall 0 - 2 und im Intervall 1 - 2.

2
J.xdx= ..............
0
2
dex= ..............
1
> 59
104

Berechnen Sie wieder nach der Methode der partiellen Integration

Ix-cosxdx= ...............

Bei Schwierigkeiten sehen Sie im Lehrbuch bei den Beispielen nach.

> 105
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Kurve A F0)=2
Kurve B FO)=1
Kurve C F0)=0
Kurve D F0)=-1

Mit der Angabe einer Randbedingung wird aus der Kurvenschar der Integralkurven, die
sich alle durch eine additive Konstante unterscheiden, eine einzige festgelegt. Damit ist
dann auch die additive Konstante festgelegt.

2 x? ? 2 x? ? 1
[rax=|Z—+C| =2-0=2 [xde=|=+C| =2-==15
5 2 . 4 2 | 2

Berechnen Sie den Absolutbetrag der Fliche unter der Sinusfunktion fiir verschiedene
Intervalle.

/2
8) [sinxdr=...... A

o
N’
g
=}
®
]
ro |-
=
<
B
= J

c) _[sinxdx= .................. L > 60

105

Jx-cosxdx=xsinx+cosx+C

Aufgabe richtig > 107

Ausfiihrliche Herleitung gewtinscht > 106
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a) Bilden Sie die Ableitung

y= X+5 Y

Suchen Sie die Stammfunktion

F (x) =f(x)=3x" FX)=ooininnnn.
b) Bilden Sie die Ableitung

y=3x+2 Y =

Suchen Sie die Stammfunktion

F@=f(x)=3 FX)=......o.....

/2 z

a) Isinxdx=[ —cosx} =0-(-1) =1
0 0

b) fsinxdx=|: —cosxT=1—(—1)=2
0 0

Wenn wir den Absolutbetrag der Fliche suchen, so muf3 die Kurve in zwei Abschnitte
aufgeteilt werden.

2n T 2n
c) j'sinxdx=]_[sinxdx|+| Isinxdx|= Rl+2=4
0 0 T

Wichtig ist es, die Grenzen einsetzen zu lernen. Theoretisch ist das nicht schwer, doch muf}
man es sicher im Griff haben

> 61
106
I X COSXdX= .....coiiinn..
Wahl der Ersatzfunktionen
u(x)=x ux)=1
v’ (x)=cosx v (x)=sinx

Ersatzfunktionen werden eingesetzt in die Grundgleichung I wdx=u-v- j'vu’dx
Das ergibt:
chosx drx = xsinx—_[ sinx-1dx

=xsinx+cosx+C

> 107
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a) ¥y =3x’ b) y'=3

F(x)= 3 +C F(x)=3x+C Hinweis: Bei der Angabe der Stammfunktion
war es wichtig, die additive Konstante
nicht zu vergessen.

Konnen Sie jetzt ohne Hilfe die Stammfunktionen fiir folgende Funktionen bilden?
a) fiy=2x Fx)=...........

b) )=+ F) =i,

Und nun ein Bezeichnungswechsel: Statt f schreiben wir g, statt x schreiben wir ¢.
¢c) g@®=t+1 GH=...........

Ein Kraftfahrzeug beschleunige wihrend des Anfahrens gleichméBig.

Die Beschleunigung betrage a =2

5 -
sec
Wie groB ist die Geschwindigkeit des Fahrzeugs nach 5 Sekunden?
5
v= Ia dt
V(S =i
Wieviele Meter hat das Fahrzeug in diesen 5 Sekunden zuriickgelegt?
5
§= _[v dat S(5) =it
0
> 62
107

Die partielle Integration erfordert einige Aufmerksamkeit und viel Ubung. Weitere
Ubungen finden Sie im Lehrbuch, Seite 150.

Gliicklicherweise gibt es fiir den Praktiker aber Integraltafeln.

Kleine

> 108
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a) Fi(x)= x*+C Hinweis: Die Konstante nicht vergessen!
x3

b) F(x)= 3 +C
2

o) G(t)=%+t+C

Bestimmung der Konstante aus einer Randbedingung:
Gegeben sei: f)=x+1 Stammfunktion: F(x)...............

Randbedingung: Die Losungskurve soll durch den Punkt P = (0,1) gehen. Von den
moglichen Lésungskurven — wir nennen sie auch Integralkurven — geht nur eine einzige
durch diesen Punkt. Ihre Gleichung heif3t:

5
w(5) =[ a-t] v(5) =100 =36kn
0

5 5 5
s(5)=jv.dt=jatdt=[ %ﬂ] s(5)=25m
0 0 0

Es ist der Absolutbetrag der Flachen gesucht. Hier mufl man wieder bei den Grenzen
aufpassen.

1. f(x)=3cosx 2) nfzf(x)dx b) Hj/}(x)dx ©) f f(x)dx
. fi
2. f(n=x-2 a) [f(x)dx  b) [f(®dx ) [fx)dx
; 0 2 > 63
108

Rechenregeln fiir bestimmte Integrale
Substitution bei bestimmten Integralen
Mittelwertsatz der Integralrechnung

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.6 Rechenregeln fiir bestimmte Integrale
6.7 Substitution bei bestimmten Integralen
6.8 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Lehrbuch, Seite 150 - 153

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 109
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x2
F(x)=7+x+C
x2
F(x)=—2—+x+1; C=1

Alles verstanden

Erlduterung erwiinscht

1) a)3 b) 6 ) 6= [3+]-3

2) a)6=|-6, b)2=|-2], )2
Die Flichen unterhalb der x-Achse haben negatives Vorzeichen. Hier mufl der
Absolutbetrag genommen werden.

Weitere Ubungen finden Sie auf Seite 158 des Lehrbuches. Sie miiiten jetzt die Aufgaben
6.4. A, B lésen konnen.

> 64

109

1,76 2
Rechnen Sie: j x3dx + _[x3dx = ..
0 1,76

> 110




KAPITEL 6 INTEGRALRECHNUNG SEITE 250

Erlduterung zur Bestimmung der Konstanten C aus der Randbedingung.
2
Gegeben ist die Stammfunktion mit der unbestimmten Konstanten C; F(x) = x7 +x+C

y‘t/ Dies ist eine Parabelschar. Randbedingung: Die
Kurve soll durch den Punkt P = (0,1) gehen. Wir

konnen es auch so formulieren:

Firx=0isty=F(0)=1

1. Schritt: Zur Bestimmung von C: Wir setzen

«

1 / x=0 und y=1 in die Stammfunktion ein und
: T erhalten: 1=072+0+C
1/ 2. Schritt: Die Gleichung wird nach C aufgelost.

In unserem Fall: C = 1.
> 19

«

Jetzt ist es aber wirklich Zeit fir eine Pause. Wie war es noch mit der Einteilung der
Arbeitsphasen? Wird nach dem Ende des Arbeitsabschnittes das Buch zugeklappt und die
Pause angefangen?

g Ja

[0 Nein

110

1,76 2 2 1 2
'[ x3dx+ J-x3dx=fxdx=|:zx4i| =4

0 1,76 0 0
Allgemein gilt:
c b
jf(x)dx+_[f(x)dx U
a 4

> 111
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Gegeben sei die Ableitung y’ = x.
Die Integralkurve heifit y (x) =

Randbedingung: Die Integralkurve soll durch den Punkt P = (1,2) gehen. Bestimmen Sie
die Integrationskonstante und die Lgsung.

Aber Nein!

Sie wissen doch, vor der Pause immer kontrollieren, ob die Begriffe und Regeln des

gelesenen Abschnittes wirklich gelernt sind. Benutzen Sie dabei Ihr Exzerpt als
Kontrollinstrument.

111

/()

[(@% +b-x% +c) dx =

> 112
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2
X
=—+C
y(x) 3
_3
22
x 3
X)="—+=
Yoy =75+
Aufgabe richtig gelost > 24
Hatte Schwierigkeiten, wiinsche Erlduterung > 21
Zur Technik des Integrierens
Verifizierungsprinzip
Stammintegrale
Konstanter Faktor und Summe
STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.5  Zur Technik des Integrierens
6.5.1 Verifizierungsprinzip
6.5.2 Stammintegrale
6.5.3 Konstanter Faktor und Summe
Lehrbuch, Seite 145 - 147
BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 67
112
—a— X 4 + —lz X 3 +cx
16 3
Gegeben sei die Funktion F (x) = ¢" . Dann gilt: F'(x) = f(x) =¢"
1
Wie groB ist das bestimmte Integral [e*dx =e* > 113
0
=e > 114
= > 115
=(e-1) > 116
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Gegeben war die Funktion y’ =x
Gesucht war die Gleichung der Integralkurve, die durch den Punkt P (1,2) geht.

1. Schritt: Bestimmung einer Stammfunktion zuy’ =x: y(x) = %xz +C
C ist noch unbekannt.

2. Schritt: Bestimmung der Integrationskonstanten C: Die Kurve y(x) = %xz +C soll

durch den Punkt P (1,2) gehen.
Folglich miissen die Koordinaten des Punktes die Kurvengleichung erfiillen. Man muf

x=1und y =2 in die Gleichung einsetzen: 2 = % 12 +C. Auflésen nach C: C = %
Damit ist C bestimmt und C wird in die Gleichung der Integralkurve eingesetzt:

2
y(x) =%x +%

Die Menge aller Stammfunktion von f(x)
heiBt: ... ... ...
Symbol dafiir: ...............

113

Falsch, wir miissen aufpassen.

b
Der Wert eines bestimmten Integrals [ f(x)dx mit festen Grenzen a und b kann nur eine
a

b
Zahl sein. Dieser Wert ist gleich der Differenz F (a)- F (b): [ f(x)dx = F(b)-F(a)
a

Sie haben aber die Funktion €* als Wert des Integrals angegeben.

Gegeben war die Funktion f (x) =e* mit der Stammfunktion F(x)=e".

b
Um das Integral _[ e”* dx zu bestimmen, miissen Sie die Grenzen einsetzen.
a

1 1
[efax=F(1)-F(0)  F()=e'=e F(@0)=€’=1 also [e*dr=e~1 -1 116
0 0
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Gegeben ist y'(x) = —i—xz

Wie lautet die Gleichung der Integralkurve y (x), die durch den Punkt P (1, -3) geht?
Bestimmung der Stammfunktion y (x)=...............

1. Schritt: Einsetzen der Werte x =1, y =-3.

2. Schritt: Bestimmung der Integrationskonstanten C. C=...............

3. Schritt: Einsetzen von C in die Stammfunktion: y (x)=...............

Unbestimmtes Integral

| Fya

Die Stammfunktion fiir elementare Funktionen heiflen:
............... oder

114

Sie haben sicherlich einen Rechenfehler gemacht. Uberpriifen Sie Ihre Rechnung!

1
Das bestimmte Integral J'ex dx berechnet sich mit Hilfe der
0

1
Stammfunktion F(x)=e* wie folgt: [e* dx = F(1)- F(0).
0
Setzt man ein, erhdlt man: F(1)= el =e F(0)= =1

1
Folglich gilt: [e* dx = F(1)- F(0)=e-1
0

> 116
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SEITE 255

1 3 11 1 3 11
x)=——x"+C; C=——; =——x" ——
Y ==7 4 4" T4
> 24
Grundintegrale
Stammintegrale
Einige Stammintegrale sollte man auswendig wissen. Konnen Sie die Tabelle
vervollstandigen?
Funktion Stammintegral
X e
sinx L
e
1 > 70
X
115

> 116
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Weitere Ubungen finden Sie im Lehrbuch, Seite 158.
Loésungen stehen im Lehrbuch auf Seite 160.

J.x"dx=—1—-x"+1+C fiir n# -1
n+l
'[sinxdx=—cosx+C
jexdx=ex+C
jidx=1nx+c
X

Bestimmen Sie einige Stammintegrale, bei denen die Bezeichnungen gewechselt sind:

116

1
[e*dx=e—1 istrichtig
0

2
Das Integral j(3x - 4)2 soll durch folgende Substitution gelost werden: =3 x - 4

1
Substitutieren Sie  a) den Ausdruck (3x -4)  b) dx c) die Integrationsgrenzen.

2 5 2
[Gx-4Yax =[r*dt > 117
1 1
2
={t2%dt > 118

dt > 119
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Intensives Lesen und selektives Lesen

Wiederholen wir: Intensives Lesen bedeutet, einen Lehrstoff griindlich und systematisch zu

erarbeiten. Techniken dafiir sind:

e stichwortartige Ausziige machen, exzerpieren

¢ Umformungen mitrechnen; Beweise nachvollziehen;

e Wichtiges unterstreichen und markieren.

Diese Techniken sind zeitraubend, aber sie helfen zu verstehen und zu behalten, was man

liest. Versuchen Sie nach einem Abschnitt intensiven Lesens immer

o das Gelesene und Erarbeitete anhand ihrer Stichworte zu rekonstruieren;

e das Wesentliche mit eigenen Worten zu formulieren und mit bereits Bekanntem in
Beziehung zu setzen.

Anwendungsbereich fiir intensives Lesen:

¢ Grundlegende Texte und kohirente Lehrstoffe, die im Zusammenhang studiert werden.
> 26

jtzdt=—33-+C
Jecospd =sing+C
Ieudu=e“ +C

Viele Integrale 16st man bequem, indem man in Tabellen nachschldgt. Im Abschnitt 6.5.1,
Seite 146, sind Integrationstafeln erwihnt.

Suchen Sie durch selektives Lesen rasch die Namen der Autoren.

SieheiBen: .......coooviiiiiiiii i

Weiter ist eine Tabelle im Lehrbuch erwihnt, die fiir viele Fille ausreicht. Sie befindet sich
auf Seite .......
> 72

Sie haben noch einen Fehler gemacht: Sie haben vergessen, da8 auch dx substituiert werden
muB. Differenzieren Sie die Substitutionsgleichung ¢ = 3 x - 4 nach dkx, so erhalten Sie
X2 (x-4)=3  d=3d de =
dv  dx 3
Bei der Substitution findern sich natiirlich auch die Integrationsgrenzen. Die neuen Grenzen
berechnet man ebenfalls aus der Substitutionsgleichung.

Mit 3x - 4 = ¢ ergibt das:

at

2 2 2 21
{(3x—4) dx ={t gdt > 118
2
= [2Lar > 119

-1
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Nicht jedes Buch, das man liest, kann intensiv gelesen werden. Hier miissen Sie selbst
beurteilen, welche Inhalte fir Ihr Studium grundlegend sind. Dies setzt Uberlegung,
Planung und Entscheidung voraus. Dieser Mathematikkurs gehort fiir Physiker und
Ingenieure sicher dazu. Exzerpieren mufB geiibt werden. Es ist unbequem, ist aber
auferordentlich hilfreich.

Bronstein, Semendjajew, Musiol, Muhlig: Taschenbuch der Mathematik
Stocker: Taschenbuch mathematischer Formeln und Verfahren
Tabelle im Lehrbuch, Seite 157

Es ist wichtig, Tabellen benutzen zu lernen. Losen Sie mit Hilfe der Tabelle:

1
ax= ... i
‘[1+sinx

> 73

Fehler bei den Integrationsgrenzen: Die neuen Grenzen lassen sich auch der
Substitutionsgleichung ¢ = 3x - 4 durch Einsetzen berechnen:

Alte Grenzen Neue Grenzen
x1=1 t1=3x1—4=3-1—4=—1
Xy =2 th =3-xp—4=3-2-4=2

2
Damit erhélt man [ (3x - 4)dx = [ 112dt
1

> 119
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Beim Exzerpieren lermen Sie aktiv, denn Sie miissen selbstindig denken, um das
Entscheidende zu erkennen.

Hinweis fiir das Mitschreiben von Vorlesungen:

e Nicht versuchen alles mitzuschreiben.

Ihre Aufzeichnungen kénnen enthalten:

e Stichworter, Skizzen, Gliederungen, Hinweise.

Diese Aufzeichnungen sind immer liickenhaft. Sie miissen umgehend iiberarbeitet und
»gepflegt” werden. Dadurch werden die Aufzeichnungen auch spéter noch lesbar und
verstiandlich. Diese Uberarbeitung kann linger dauern als die Vorlesung selbst. Es
empfiehlt sich nicht, hier Zeit zu sparen.

j L _dx=--L4C

(x-a)’ x—a
1 =
e = tan(3 =P +C

Falls Sie Schwierigkeiten hatten, hier noch ein Hinweis:
1. In der Integrationstabelle ist die Integrationskonstante weggelassen.
2. In der Tabelle steht links der Integrand und rechts davon das ausgerechnete Integral.
3. Den Umgang mit der Tabelle kann man auch so iiben, daB man zunichst einen
bekannten Fall aufsucht. Links oben in der Tabelle steht auf Seite 157
|| [rma|
c ' cx I Das bedeutet: jc dx=c-x

119

2 2
Richtig!  [(Gx—-4Ydx=1[r%ar
1 -1
Die Berechnung des Integrals macht nun keine Schwierigkeiten mehr.

2, 512
1 =| 1 =8,1=
3j1t dt |:9t:| S+g=1

2
Das Integral [ (3x— 4)2 dx hitte man natiirlich auch ohne Substitution 16sen konnen:
1

2 2 2
[ (Bx—4) dx = [ (9x2 —24x+16)dx=[ 3x° — 124 +16x]

1 1 1
=24-48+32-(3-12+16)=8-7=1

> 120
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Eine neue Studiertechnik ist das selektive Lesen.

1. Anwendungsfall fiir selektives Lesen:

Gesetzt den Fall, groBe Teile des Inhaltes der bisherigen Kapitel seien Thnen bekannt. In
diesem Fall ist intesives Lesen nicht angebracht. Sie kennen den Sachverhalt bereits. Hier
kommt es auf etwas anderes an: Sie miissen den Text daraufhin durchlesen, ob etwas fiir
Sie Neues eingefiihrt, definiert oder abgeleitet wird. Es geht darum, aus der Menge des
Vertrauten und Bekannten das Neue rasch herauszusuchen.

Nun kommen drei Aufgaben. Losen Sie diese mit Hilfe der Tabelle im Lehrbuch, Seite 157

1
fldem

120

Rechnen Sie noch drei bestimmte Integrale:

172
1) [sin(m-9)dd =...............
0

2
2) ja-vzdv ...............
1

3
3) JeVar =
0

> 121
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Sie suchen eine bestimmte Informagqtion in einem umfangreichen Text. Beispiel: Sie suchen
die Ableitung der Funktion y = sin (a x).

Um diese Information rasch herauszufinden, muf der Text iiberflogen werden.

2. Anwendungsfall fiir selektives Lesen:

Eine Gefahr dabei ist, dal man von seinem eigentlichen Ziel abgelenkt wird und
Unwesentliches plotzlich interessant findet und liest. Oft passiert dies beim Aufsuchen von
Stichworten im Lexikon. Wem ist es nicht schon passiert, da3 er im Lexikon das Stichwort
Synergie suchte und dabei die Artikel iiber Solipsismus, Synagoge und Symbol gelesen
hitte. Das Abweichen von dem zielgerichteten Suchverhalten nennt man ,,Brockhauseffekt“.

Selektives Lesen als zeitsparende Studiertechnik erfordert Trennung der — im Augenblick —
irrelevanten Information von der relevanten. Die irrelevante Information solite dann
praktisch nicht mehr bewut wahrgenommen werden.

Injx —a|+C
tanx +C

x
arctan—+C
a

> 76
121
1 l:__ cos(m?)]l/2 _1
' I T
2
2. |:av3 1] = al
3], 3
3
3 [-e } =La-eo
T o
Weiter > 124

Schwierigkeiten mit den Bezeichnungen > 122
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Uben wir hier einmal selektives Lesen:
Auf welcher Seite im Lehrbuch steht die Ableitung der Funktion y = cos (ax)?

Auf welchen Seiten des Lehrbuches wird die Eulersche Zahl e angegeben?

1. Seite..........
2. Seite..........
e hat den Zahlenwert ..........
> 31
1 a’
—(@—sin@-cosp)+C —+C
2 ((p ¢ (p) Ina

Hier sind weitere Aufgaben mit wechselnden Bezeichnungen:

Lo fde=
2. d22 T
cos” z
3 _[ udu= ...............
Habe Integrale geldst > 78
Habe noch Schwierigkeiten, Hinweis auf Substitutionstechnik > 77

122

Thnen bereitet die Schreibweise der Integrationsvariablen Schwierigkeiten. Physikalische
GroBen werden oft mit bestimmten Buchstaben bezeichnet. Diese Buchstaben treten hdufig
als Integrationsvariable auf.

Wenn Ihnen solche Integrationsvariable nicht vertraut sind, kénnen Sie diese wieder durch
x ersetzen. Der Wert des Integrals dndert sich dadurch nicht.

Ersetzen Sie bei dem folgenden Integral die Integrationsvariable durch x und l6sen Sie die
Aufgabe:

j(3sinQ+cosQ)dQ = e

> 123
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Auf Seite 124, y’ = —qa-sin(ax)
Eulersche Zahl e: Seite 84, 105
e=2,71828 .....

Die Technik beim selektiven Lesen ist der Technik beim intensiven Lesen entgegengesetzt.
Es werden andere Ziele verfolgt. Beim selektiven Lesen wird aufmerksam iiberflogen, aber
die Aufmerksamkeit ausschlieBlich auf bestimmte gesuchte Informationen gerichtet.
Ubungen zum selektiven Lesen werden gelegentlich eingestreut werden. Fiir den Fall, daf3
Ihnen die Integralrechnung bekannt ist, versuchen Sie die néchsten Abschnitte selektiv zu
lesen. Was Thnen neu ist, miissen Sie infensiv lesen.

Beim niichsten Abschnitt wenden wir bereits mehrere Studiertechniken an.

¢ Einteilung in Arbeitsphasen

¢ Intensives Lesen oder selektives Lesen.

In der Praxis wechseln die Bezeichnungen héufig je nach dem Problem. Es hilft in diesem
Fall, die vertraute Bezeichnung durch Substitution herzustellen.

Gehen Sie dann nach folgendem Schema vor:

1. Schritt: Substitution: Ersetzen Sie t, z, u, ...... durch x .

2. Schritt: Fithren Sie nun die Rechenoperation aus.

3. Schritt: Riicksubstitution: Ersetzen Sie x wieder durch ¢,z, u ......

Losen Sie jetzt: 1. Jtzdt T e
dz
2. T e
I cos® z
3 I udu= ...............
> 78
123

f(3sinQ+cosQ)aQ - Isinx dx+jcosx dx = (-3)-cosx +sinx +C

— =3¢0sQ+sinQ+C

Merken Sie sich das Handlungsschema:
1. Schritt: Substitution: Ersetzen der nicht vertrauten Integrationsvariablen durch x.
2. Schritt: Ausfiihrung der Integration — falls nétig mit Benutzung der Integrationstafeln.

3. Schritt: Riicksubstitution, d.h. Ersatz der Variablen x durch die unvertraute urspriing-
liche Variable.

> 124
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Flichenproblem und bestimmtes Integral
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Bestimmtes Integral
Der nichste Arbeitsabschnitt ist ldnger als iiblich. Teilen Sie sich selbstindig die Arbeit in
zwei oder drei Abschnitte ein.
Kontrollieren Sie nach dem ersten Abschnitt, ob Sie die neuen Begriffe beherrschen und
den Grundgedanken mit eigenen Worten wiedergeben konnen. Gelingt dies nicht, nicht
weiterarbeiten. Sofort wiederholen. Danach Pause machen.
STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.2 Das Flichenproblem und bestimmtes Integral

6.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

6.4 Bestimmtes Integral

Lehrbuch, Seite 136 - 143

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 33

—+C; tanz+C; —+C

In der Tabelle im Lehrbuch — Seite 157 — steht:
jtan xdv=-In(cosx) fir cosx>0

Verifizieren Sie die Richtigkeit:

% {~Incosx)}=.........o....

124

Uneigentliche Integrale

Der Begriff des bestimmten Integrals wird insofern erweitert, als unendliche
Integralgrenzen zugelassen werden. Ein spezielles Integral mit unendlicher
Integrationsgrenze kommt in der Physik besonders hiufig vor. Es ist das Integral

]

Beispiel: Arbeit bei der Entfernung eines Korpers aus dem Gravitationsfeld der Erde.

|5

X

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.9  Uneigentliche Integrale
6.10 Arbeit im Gravitationsfeld
Lehrbuch, Seite 153 - 155

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 125
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b
Der Ausdruck | f(x)dx heift...............

Oheift  ...............

bheiBt ...

fheiit ...

dx ist aus Kapitel 5 bekannt und heifit ...............

Steht dx in einem Integral, heiBt dx: Integrations ...............

1 . sinx
+(—sinx) = =tanx
cosx cosx

%{—— In(cosx)}= -

Hinweis: Alle Grundintegrale lassen sich auf diese Weise verifizieren.

Durch die Verifizierung ist bewiesen, da8 das Grundintegral eine richtige Losung der
Integrationsaufgabe ist.

125

Ein Integral, bei dem mindestens eine Integrationsgrenze gegen oo geht, heifit.............

Ein derartiges Integral kanneinen ............... Wert haben.

> 126
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b
f f(x)dx =bestimmtes Integral
0

0 = untere Integrationsgrenze
b = obere Integrationsgrenze
f(x) = Integrand
dx = Differential
dx = Integrationsdifferential
Hatten Sie Schwierigkeiten, so iiben Sie, die Begriffe den Symbolen zuzuordnen.

Integration durch Substitution

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 6.5.4 Integration durch Substitution
Lehrbuch, Seite 147 - 148

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 81
126
Uneigentliches Integral
endlichen Wert
" I o T dx
Fiir den Physiker ist besonders von Bedeutung das uneigentliche Integral J —
a X
Tde _ Tdr _
[5G = [ 5=

> 127
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Die schraffierte Fliche unten ist von o
f(x) begrenzt. Die Flichenfunktion
F (x) gebe an, welche Fliche unter der |
Kurve f (x) zwischen 0 und x liegt. B x > 36
Welche Skizze zeigt die Flichenfunktion _/,/
t
X 1
Ax) = j f(x)dx | > 38
0 R o)
¥, flx) :
S > 39
Sy X
/s o

Losen Sie — ohne das Lehrbuch zu benutzen — das dort durchgefiihrte Beispiel noch einmal
durch die Substitutionsmethode.

j SINX) A= e
Lésung gefunden > 84
Habe noch Schwierigkeiten mit dem Verfahren > 82
127
Tﬁx_ _ 1 Tﬁ’i -1
2 x2 a b r2 b
Welchen Wert hat das folgende uneigentliche Integral: J-ldx =i
5 X
Lésung gefunden > 130

Hilfe und Erlduterung erwiinscht > 128
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Leider falsch!

Die Fldchenfunktion 4(x) muB3 mehrere Bedingungen erfiillen:

1. Die Kurve muf} durch den Koordinatenursprung gehen, 4 (0) = 0.
Begriindung: Die untere Integrationsgrenze ist 0. Falls die obere Integrationsgrenze x
mit der unteren zusammenfillt, ist die Fliche unter der Kurve auf einen Strich
zusammengeschrumpft, also von der GréBe 0.

2. AuBerdem muf die Funktion 4 (x) monoton steigend sein. Mit wachsendem x wachsen
auch die Funktionswerte A (x), die Fliche unterhalb der Kurve f (x) wird umso grofBer, je
weiter die rechte Intervallgrenze x nach rechts wandert.

Zu ermitteln ist j sin(5x) dx.

Hier ist der Rechengang — wie im Lehrbuch; Wir substituieren die Funktion (5x) durch eine
Hilfsfunktion # .

1. Schritt: Wahl der Hilfsfunktion 5 x = u
2. Schritt: Substitution  a) der Funktion: J ...... dx

b) des Differentials dx=...............

Damit wird das Integral zu j ...............

> 83

128

b b
1. Schritt: Das Integral wird als bestimmtes Integral aufgefalit und gel6st: j'l dx =|: lnx]
a x a

2. Schritt: Einsetzen der Grenzen und Grenziibergang
=] b
jﬂ = lim[ lnx] = lim[Inb -1n2]
2 pe b—yoo) 2 bh—oo
Konvergiert der Ausdruck Ind fiir b — o gegen einen festen endlichen Wert?

O Ja > 129

[0 Nein > 130
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Entscheiden Sie nun noch einmal, wie die Flichenfunktion aussehen muf.

8 Ax
F(x)A )

WMr————
x Y

| Rox)

x X

x o ————
ol |

v

'S

o

1. Schritt: Sx=u

2. Schritt: Isin u-dx dx=—

Jsinu-—a;i

Jetzt folgt der 3. Schritt, die Integration j sin u- a;_u = —% cosu+C
Und schlieBlich folgt die Riicksubstitution gemaB u = 5x
j' SIN(SX) X = oo

129

Nein, Nein!
Fiir b — o wichst Inb iiber alle Grenzen. Abgekiirzt: Ineo =co
Dieses unbestimmte Integral konvergiert nicht gegen einen festen endlichen Wert

> 130
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Leider falsch!

Die Fliachenfunktion mufl durch den Koordinatenanfangspunkt gehen.

Wenn némlich linke und rechte Integrationsgenze zusammenfallen, ist die Fliche unter der
Kurve auf einen Strich zusammengeschrumpft, also von der GréBe 0.

Folglich gilt: 4 (0) = 0. Hier aber ist 4 (0) = a. LAx

_/l/
i t

|

|

’

X

|

BLATTERN SIE ZURUCK > 37

sin(5x) dx =— 1 cos (5Sx)+C
5

Losen Sie folgende Aufgaben entweder durch Substituieren oder Erraten einer Losung und
Verifikation.

[sin(ame)de =
Jcos (ax)dx =...............
J.4 sin(4t)dt =...............
> 85
130

LI
X

B Sy 3

Hier sind noch Ubungsaufgaben. Uben Sie je nach Bedarf. Es handelt sich um bereits
prinzipiell geloste Aufgaben mit neuen Grenzen und neuen Bezeichnungen.

1 i’§= ............... 2. jﬂ S
4P 0%
Tdr Tdn
3= 45 =
4 1

> 131
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Richtig!

Es muB gelten: 4 (0) = 0 und auflerdem miissen die Funktionswerte 4 (x) mit wachsendem x

stets zunehmen.

SPRINGEN SIE AUF

[ sin(4mx) dx = ;—lcos(4nx) +C
n

Jcos (ax) dx = Lginax+C
a

j4 sin(4?) dt = —cos(4t)+C

Alles richtig > 88
Wiinsche Hilfe und Ubung > 86
131
Tdo _ 1 T
1 J‘—— = — J.T =00
4 P 4 10
3 ’YTQZ—PYL J-@—_—og
»2 Ty A
Q) 1
Keine Schwierigkeiten > 133
Falls noch Schwierigkeiten > 132
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Arx)

Leider nicht ganz richtig. Richtig ist, daB 4 (x)
durch den Nullpunkt geht.

)
1
|
‘
X X

Die Funktion 4 (x) muf3 monoton steigend sein. Mit wachsendem x wachsen auch die
Funktionswerte A (x), da die Fliche unterhalb der Kurve f (x) umso groBer wird, je weiter
die rechte Intervallgrenze x nach rechts wandert.
Die gezeichnete Funktion A4 (x) ist
aber ab der Stelle a konstant!

4 Rx)
Richtig ist:
> 41

Hpm———

Fiir das Berechnen solcher Integrale gibt es zwei verschiedene Losungswege: Verifizierung
— also probieren — oder Substitution.

a) Wir erldutern zunichst die Verifizierung an der Aufgabe J sin(4mx) dx

Wir probieren eine Stammfunktion F (x) Ansatz:  F(x)=cos (4 mtx)
F'x)=-4mnsin (4 nx)

Statt sin (4 7 x) haben wir erhalten: - 4 ® x sin (4 7 x). Der Unterschied zwischen diesen

beiden Funktion besteht im Faktor (-4 7).

Neuer Ansatz:  F(x) = ﬁ cos(47x)
F'(x) = =fEsin (4nx)=sin (47x)

Somit haben wir die Lésung: I sin(dmx)dx = F(x)+C = ﬁ cos (4mx)+C

Im Augenblick gibt es fiir Sie nur zwei Moglichkeiten:

Kommilitonen oder Dozenten fragen und sich die
Sache noch einmal erkldren lassen und danach weitergehen > 133

Noch einmal das Leitprogramm ab Lehrschritt 124 bearbeiten > 124
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fh
1-
Skizzieren Sie die \ /
Flachenfunktion zu f(x)! —

Alx)
1

Y

o
=
EN
3

Losung gefunden > 44

Hilfe erwiinscht > 42

b) Substitution. Die Berechnung nach der Substitutionsmethode erfolgt in 4 Schritten:
1. Schritt: Wahl einer Hilfsfunktion: u=4mnx

2. Schritt: a) Substitution der Funktion: sin4mx =sinu

b) Substitution des Differentials dx: % =4n dx = ﬁdu
3. Schritt: Integration [sin(4mx)dx = [sinubdu=5tcosu+C=

4. Schritt: Riicksubstitution [ sin (47x) dx = %cos u+C= ;—Tltcos (4nx) +C

133

Uben Sie nach Bedarf Aufgaben im Lehrbuch — Seite 159 — Gruppe 6.9.
Sie wissen doch:

e Wenn Aufgaben leicht fallen: Ubung unnétig.
e Wenn Aufgaben schwer fallen: Ubung nétig.

Man kann es auch pseudogelehrt sagen:
,.Die Ubungsnotwendigkeit verhilt sich umgekehrt proportional zum Ubungslustwert.“

> 134
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Gegeben ist £ (x) . Gesucht ist die Flichenfunktion 4 (x).Beachten Sie, daB die Fliche, die

unterhalb der x-Achse liegt, negativ gezéhlt wird. Wir teilen die Kurve in grobe Intervalle
ein. f(xl)

Die Flidchenkurve hat fiir x = 0 den Wert 0. Die Fliche des 1. Intervalls ist etwas kleiner
als 1. Die Fliche des 2. Intervalls ist etwa 0,5. Vervollstindigen Sie die Kurve, indem Sie
die Flichen — Intervall fiir Intervall addieren — oder subtrahieren.

A(x)T
1

J SN

Y

e
o
oo

Sehr schén!

Losen Sie folgende Aufgaben:

1) [(@sin3x+2costxydr= ...

2) J-\/3x+1-dx= .............................................

134

In den letzten Kapiteln sind drei Studiertechniken besprochen worden.
Worum handelt es sich noch?
Schreiben Sie es in Stichworten hin.

> 135
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Alx),
1 L)

B J

N
-
(=28
[e ]

Durch die gewonnenen Kurvenpunkte 148t sich die Kurve zeichnen.
Verbinden Sie die Kurve und zeichnen Sie jetzt die Flichenfunktion.

1) [(4sin3x+2cosix) dr =—2cos3x+4singx+C

3
2) [V3x+1 ‘dx=3(G3x+1)? +C

Alles richtig > 92
Ausfithrliche Lésung der Aufgaben > 90
135

1. Einteilung von Arbeit und Pausen, Einhaltung von Terminen.

2. Intensives Lesen
Exzerpieren neuer Begriffe, Regeln und Definitionen; im Falle mathematischer
Ableitungen mitrechnen.

3. Selektives Lesen
Rasches Aufsuchen neuer Informationen, Uberfliegen groBerer Textabschnitte mit dem
Ziel, bestimmte Informationen zu suchen.

Vermutlich werden Sie es mit eigenen Worten gesagt haben, sinngemiB sollten Sie die drei
Studiertechniken jetzt aber kennen. Es geniigt allerdings nicht, die Studiertechniken zu
kennen, man muf sie auch anwenden.
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Die Ausgangsfunktion war die Kosinusfunktion.
1 Die Flachenfunktion ist die Sinusfunktion.

j T 5 T a3 T é T 8 >
-1

Koénnen Sie die Gleichung hinschreiben?
Hinweis: Achten Sie auf die Periode. Der Wert des Arguments beim Abschluf3 der vollen
Periode ist 2 m.

1. Aufgabe: | (4sin(3x) +2cos—é-x) dx = 4] sin (3x) dx +2 cos%x dx

Die beiden Integrale werden nacheinander gelost. Wir beginnen mit dem ersten Integral und
substituieren: 3 x=wu und 3 dx=du

4fsin3x dx =4fsinu%“— = %(—cosu)=%(—cos3x)

Zweites Integral; Substitution: %x =v; %dx =dv

2jcos%x dx = 2j'cosv-2dv =4_[cosv dv =4siny = 4sin%x

Zusammengenommen:

4]5in3x dx+2fcos%x dx = —%cos3x+4sin%x+c

> 91
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Wichtig ist, nach Schluf} einer Arbeitsphase das Gelernte kurz zu rekapitulieren.

Was Sie jetzt nicht aktiv reproduzieren konnen, konnen Sie spiter erst recht nicht
reproduzieren und anwenden.

Um welche Begriffe, Operationen und Stichworte ging es in diesem Kapitel?
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f(x)= sin[g . xJ

Entscheiden Sie, bitte, selbst:
Wiinsche eine anschauliche Erlduterung des Zusammen-

hangs zwischen Flachenkurve und Integralfunktion > 46
Losung des Flachenproblems verstanden > 50%
> 50

2. Aufgabe:
Jetzt wird das Integral IJ 3x + ldx ebenso ausfiihrlich gelost.

1. Wahl der Hilfsfunktion v3x +1 = u 3x+1=u?

2. Substitution der Funktion und des Differentials. Aus 3x+1= u? wird 3dx =2u-du

dﬁv = E u- du
3
Substituiertes Integral J V3x+1dx = I u- % cu-du= 2—;-— +C
3 3
Riicksubstitution 2% +C= % {GBx+1)2 +C
> 92
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Hier sind sie:
Integration ist die Umkehroperation zur Differentiation
Integrieren wir die Funktion f(x), erhalten wir die Stammfunktion F (x).
Bestimmtes Integral
Unbestimmtes Integral
Uneigentliches Integral
Verifikationsprinzip
Substitution
Techniken der Integration
Benutzung der Integraltabelle u.a.
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Eine Halbinsel sei von einer Seite
von einer geraden Kiiste begrenzt.
Wir nennen sie x-Achse. Die andere
Seite sei durch eine krumme Linie
begrenzt. Wir nennen sie f(x). T L o
Die Halbinsel soll von Unkraut gerodet werd/e\l;. Eine Arbeitsgruppe stellt sich in einer
geraden Linie senkrecht zur x-Achse auf und arbeitet sich jeden Tag um das gleiche Stiick
Ax; voran. Die jeden Tag neu gerodete Fliche wird annéhernd berechnet aus Ax; und f'(x;).
f(x;). ist die Breite der Halbinsel an der Stelle, an der die Gruppe arbeitet. Die Grofe des
insgesamt gerodeten Gebietes wird jeden Abend graphisch auf einer Tafel eingetragen.
Diese Graphik nennen wir Landgewinnkurve.

Jetzt geht es weiter mit den Lehrschritten auf der Mitte der Seiten.
BLATTERN SIE ZURUCK > 47

Berechnen Sie J.ezaxdx T i

Jetzt geht es weiter mit den Lehrschritten unten auf den Seiten. Lehrschritt 93 steht unter
den Lehrschritten 1 und 47.

BLATTERN SIE ZURUCK > 93
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Ja, und nun haben Sie wirklich wieder einmal eine lingere Pause verdient.

Sie haben das g )

des Kapitels erreicht.

T




