Aus Kapitel 9

Aufgaben

9.1 °
chanismus

Gegeben ist der abgebildete Schubkurbelme-

y i

=Y

Bestimmen Sie die Koordinaten des Momentanpols der
Koppelstange in der augenblicklichen Stellung.

Resultat:
2

yp =rsing +1 1—%c0s2¢
Xp = 108 —l—L 1—fc0s2
P ¢ tan ¢ 12 ¢

Ausfiihrliche Losung: Der Momentanpol liegt im Schnitt-
punkt der Verldngerung der Kurbel mit der Horizontalen
durch das verschiebliche Lager. Aus der Geometrie gilt

rcos @ = Isiny
und damit

sinyp = ; Cos @.

Die y-Koordinate des Momentanpols ergibt sich zu
yp = rsin¢ + I cos i

=rsing +1y/1—siny

2
=rsing+11/1— l—zcoszq).

Fiir die x-Koordinate gilt

P’ tan ¢

Xp
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und damit
Xp = rCOS @ + : 1— r cos?
P 7 tan @ 12 ¢

9.2 e  BeiKardanwinkeln wird ein Kérper zunéchst
um die 1-Achse, dann um die neue 2’-Achse und zum
Schluss um die 3”-Achse gedreht. Wie 1d8t sich die Win-
kelgeschwindigkeit des Korpers mit den Einheitsvektoren
i1, k) und kY ausdriicken, wenn die Verdrehwinkel «,
und 7y sind?

Resultat: )

w = &iy + ky + yk3
Ausfiihrliche Lésung: Die Winkelgeschwindigkeiten der
drei Elementardrehungen

wq = &1
h1.t
wy = Pk,
1l

konnen vektoriell {iberlagert werden:
w = wi+wy + w3
= diy + Bk + VK.
In diesem Ergebnis konnen noch die einzelnen Einheits-
vektoren durch die Einheitsvektoren einer Basis ausge-
driickt werden, z. B. durch diejenigen der Inertialsystems

oder des korperfesten Systems, auf was aber an dieser
Stelle verzichtet wird.

9.3 ee Bei welchem Winkel fiithren die Umrechnun-
gen der Winkelgeschwindigkeiten wj, w; und ws bei
Verwendung von Kardanwinkeln (vgl. Aufgabe 9.2) zu
Schwierigkeiten, da Singularitdten auftreten?

Resultat: 5 = +90°

Ausfiihrliche Lésung: Aus der Anschauung folgt sofort,
dass fiir B = £90° die Drehungen um « und 7y jeweils um
dieselbe Achse gedreht wird.

94 o Oft nehmen wir an, dass die Erde ein Inertial-
system ist. Ndherungsweise ist diese Annahme natiirlich
gerechtfertigt. Bei einer genaueren Betrachtung ist die Er-
dejedoch ein Korper, der eine Winkelgeschwindigkeit um
die Polachse hat. In welche Richtung kann ein Mensch auf
der Erdoberfliche am Aquator gehen, sodass aufgrund
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der Erddrehung keine Coriolisbeschleunigung auftritt?
Tritt am Nord- oder am Siidpol eine entsprechende Co-
riolisbeschleunigung auf? Wie sieht es aus, wenn man am
Aquator beziehungsweise an einem der Pole einen Stein
in einen tiefen Brunnen fallen 14£3t?

Resultat: Richtungen ohne Coriolisbeschleunigung: nord-
stid-Richtung am Aquator. Am Nord- und am Siidpol tritt
Coriolisbeschleunigung auf. Stein in Brunnen: am Aqua-
tor tritt Coriolisbeschleunigung auf, an den Polen nicht.

Ausfiihrliche Lésung: Am Aquator ist bei Nord-Siid-
Richtung v, parallel w, sodass in diesem Fall keine
Coriolisbeschleunigung auftritt. An den Polen stehen v,
und w senkrecht aufeinander, sodass dort die Coriolisbe-
schleunigung vorhanden ist. Wird am Aquator ein Stein
in einen Brunnen geworfen, dann sind v, und w senk-
recht zueinander und damit eine Coriolisbeschleunigung
vorhanden. An den Polen sind Relativgeschwindigkeit
und Winkelgeschwindigkeit parallel und damit die Co-
riolisbeschleunigung null.

9.5 eee Wie lautet die Drehmatrix bei Kardanwin-
keln, wenn die Drehwinkel um die 1-Achse mit &, um
die 2’-Achse mit f und um die 3”-Achse mit y bezeich-
net werden?

Resultat:
k1 i
kz = mK 12
ks i3
mit
my] = cos fcos?y, my, = sinasinfcosy + cosasinvy,
mk, = — cosasin B cosy + sinasinvy,
m§1 = —cos Bsinvy, m§2 = cos cosy — sinasinBsinvy,
m§3 = sina cos 7y + cos a sin B siny,
11131(1 =sinp, m3K2 = —sinacos B,

mk; = cosa cos B.

Ausfiihrliche Lésung: Werden wieder Zwischenbezugs-
systeme eingefiihrt, so gilt:

e] = il/

e, = coswip + sinwis,

e3 = —sinaiy + cosais,
e = — cos Be} — sin Be},
/! /
32 = 32,
"o - / /
e3 = sin fBe; + cos fes,
k1 = cos e} + sinye},
ky = —sinye + cos e,

/!
k3 = 33.

In Matrizenschreibweise kann dies ausgedriickt werden
in der Form

k1 cosy siny 0 egl’
k| = | —siny cosy 0 e;’ ,
ks 0 0 1) \e
4 cosp 0 —sinB\ (e,
1 1
e |=( 0 1 0 e,
ey sinf 0 cosf e;
e;l 1 0 0 i1
e; =10 cosa sina iy
e; 0 —sinB cosa i3

nis

key i
k2 = mK 12
k3 13
mit
m = cos Bcosy,
m¥, = sinasin Bcosy + cosasiny,
m11<3 = —cosasinBcosy +sinasinvy,
mb, = — cos Bsiny,
ms, = cosacosy — sinasin Bsinvy,
m§3 = sina cos 7y + cos a sin B siny,
ms, = sin B,
mb, = —sinacos B,
mk; = cos a cos B.
9.6 e Zwei Zahnrédder sind auf einer Stange dreh-

bar in den Punkten A und B gelagert. Die Stange selbst
kann sich um den Punkt O drehen. Zahnrad 1 ist im Ein-
satz mit einer auflenverzahnten Scheibe, Zahnrad 2 mit
einem Hohlrad. Die Mittelpunkte von Scheibe und Hohl-
rad sind ebenfalls in O. Die Radien der Zahnrader sind 7,
der Radius von Scheibe und Hohlrad R.

Zahnrad 1

Zahnrad 2




Zunéchst sind die Winkelgeschwindigkeiten der beiden
Zahnrader gesucht, wenn die Winkelgeschwindigkeit ¢
gegeben ist. Mithilfe der Winkelgeschwindigkeiten sind
die Vektoren der Geschwindigkeiten der Punkte C und D
zu ermitteln.

Resultat:
vc = (R+7)(cosyp — 1)ex + (R +r)¢sin ey,
vp = (R—7)(1— cosp)ppey — (R — 1)y sin e,

Ausfiihrliche Lésung: Die Geschwindigkeit vy, des Mit-
telpunktes von Zahnrad 1 kann tiiber die Drehung der
Stange zu

oM, = (R+7)¢

und tiber den Kontakt mit dem Aufienzahnrad und der
Drehung von Zahnrad 1 zu

UMl = Trw1
bestimmt werden. Daraus folgt

R—+r.
w1 = .

p
Vektoriell gilt fiir den Punkt C:
vC = UM, T Wwiez X rey
= (R+r)cos ey + (R + 1)y sinpe, — wyrey

= [(R+7)pcosip — (R+7)flex + (R+ r)y sinype,
= (R+71)(cosip — 1)ipex + (R+r)ip sin ey,

Analog gilt fiir das Zahnrad 2:

UMz = (R - 1’)1[)
und
”()M2 = —rwy
und damit
R—r.
Wy = — .

r

Vektoriell ergibt dies fiir den Punkt D:

Up = VM, + woez X rey
= —(R—r)jpcospex — (R — r)Psin e, — wyrey
= (R=7)(1 —cosp)pex — (R —r)ysin pey.

9.7 ee Die Kurbel des abgebildeten Schubkurbelme-
chanismus dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit.
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Wie grof8 sind die Winkelgeschwindigkeit der Koppel-
stange und die Geschwindigkeit ihres Schwerpunktes fiir
@ = 30° beziehungsweise fiir ¢ = 60°? Wie grofl sind
in diesen Stellungen Winkelbeschleunigung und Schwer-
punktsbeschleunigung? Es gilt [ = 3r.

Resultat: Ergebnisse fiir die Stellung ¢ = 30°:

1
WKoppel = — \/3—34)/
vs = (—0,25e; +0,791e,)r¢,

doppel = —0,2924¢7,
as = (—0,433ex — 0,417e, ) r¢?.

Ergebnisse fiir die Stellung ¢ = 60°:

/3,
WKoppel = — %4)/
vs = (—0,433e, + 0,427¢,)r¢,

“Koppel = _011554)2/
as = (—0,25ex — 0,954e,)r¢?.

Ausfiihrliche Losung: Wenn der Winkel ¢ zwischen der
Koppelstange und der y-Achse eingefiihrt wird, so gilt

rcos @ = Isiny
und damit

. r 1
siny = Tcosq): 5cos<p

costp = /1 —sin®yp = /1 — (%cosq))z.

Der Gelenkpunkt hat die Geschwindigkeit (wxybel = @)

sowie

VG = TWiurbel (— Sin ey 4 cos gey ).
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Damit hat der Lagerpunkt als Punkt der Koppelstange die
Geschwindigkeit

UL = UG + WKeppel€z X (—Isinipey +Icos pey)
oder
VL = "Wiurbel (— Sin ey + cos pey )
+ Wkoppell(— cos ey — Isinpey)
= — (rwkurbel SIN @ + leoppel cos ey
+ (erurbel Cos ¢ — wKoppell sin 1/’)ey~
Die x-Komponente der Lagergeschwindigkeit muss null

sein:
— (rWkurbel SN @ + lwkoppel COS P) = 0.

Daraus kann die Winkelgeschwindigkeit der Koppel be-
stimmt werden:

r sin ¢
WKoppel = — TwKurbel cos
1 sin ¢
= - 5 D wKurbel

1— (3 cosg)?

Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der Koppelstan-
ge berechnet sich zu

Vs = UG + WKoppel€z X (%)(— sin Pey + cos ey )
= TWikyrbel (— Sin @ey + cos gey)
+ wKoppelé (— cos pey — sin e,
= TWikyrbel (— Sin @ey + cos gey)
1 sin ¢

_|_ _—

w
3 Kurbel

1—(3cosg)

[ NG o1
5 3cosg0 ex 3c05(pey .

Da die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel konstant ist,
betrégt die Beschleunigung des Gelenkpunktes

ag = —r¢?(cos pey + sin pey).
Fiir das Lager folgt daraus:
ap, = ag + &Koppel X TG/L + WKoppel X (wKoppel X rG/L)
= — r¢?(cos ey + sin pey)
+ aoppell(— cos ey — sin ey)

+ w%oppell(sin ey — cos Pey)

Die x-Koordinate der Beschleunigung muss null sein.
Dies fiihrt auf:

-2 2 .
—7§” S ¢ — AKoppell COS P + Wi yppe ! SINY = 0.

Nach Einsetzen von sin i und cos ¢ folgt:

. 1
—r¢? cos ¢ — Akoppell/ 1 — (§ cos @)?2

1

2

FWioppel! 3 C0SQ = 0
und damit ) 5

WKoppel COS ¢ — ¢~ COs ¢

3y/1— (% cos ¢)2

Auf das Einsetzen von wyoppel wird an dieser Stelle ver-
zichtet. Die Beschleunigung des Schwerpunktes ergibt
sich aus

XKoppel =

as = r¢?(— cos gey — sin ey )

l .
+ &Koppel X 3 (— sin gey + cos Pey)

L, .
+ wlz(oppel 3 (sin pey — cos Yey)

= r¢*(— cos pex — sin pey)

I 1 1

+ chOppeli(—\ /11— (§ cos ¢)2ey — 3 Cos pey)
I 1 1

+ ‘U12<oppel§(§ cos pex — /1 — (5 cos ¢)%ey)

Auch an dieser Stelle wird darauf verzichtet, die zuvor
berechneten Ergebnisse einzusetzen.

Ergebnisse fiir die Stellung ¢ = 30°:

1
WKoppel = — \/3—34)/
vs = (—0,25e; +0,791e,)r¢,

tKoppel = —0,2924¢7,
as = (—0,433e, — 0,417e,)r¢”.

Ergebnisse fiir die Stellung ¢ = 60°:

VS
35
vs = (—0,433e; + 0,427¢,)r¢,

XKoppel = _0/1554)2'
(—0,25ex — 0,954e, ) r¢?.

WKoppel =

as

9.8 ee Beieinem Zylinderrollenlager dreht sich der
AuBlenring mit der Winkelgeschwindigkeit wa, der In-
nenring mit der Winkelgeschwindigkeit wy. Der AufSenra-
dius des Innenrings ist R, der Durchmesser der Rollen 4.



Wie grofs sind die Winkelgeschwindigkeit wgr der Walz-
korper und die Winkelgeschwindigkeit wy des Kafigs?

Resultat:
_ Rwr+ (R+d)wp
n 2R +d

Ausfiihrliche Lésung: Geschwindigkeit des Innenringes:

WK

v = Rwr
Geschwindigkeit des Auflenringes:
va = (R+d)wa
Gleichzeitig gilt:
va = U1 + dwr = Rwy + dwg
Daraus folgt:
(R+d)wa = Rwy + dwg
und damit:

(R + d)wA — RwI
d

WR =
Fiir die Kéfiggeschwindigkeit gilt:
vk = Rwr + gwR

und wir erhalten:

_ Rwy + (R+d)wa

UK 2
Die Winkelgeschwindigkeit des Kafigs berechnet sich aus

vk Rwr+ (R+d)wp
T R+4d/2 2R +d

WK

9.9 ee [FEin Betonlaster fihrt mit konstanter Ge-
schwindigkeit v eine Kurve mit Radius R. Die Betontrom-
mel dreht sich dabei mit konstanter Winkelgeschwindig-

keit wr beziiglich des Fahrzeugs um eine Achse, die par-
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allel zur Langsachse des Fahrzeugs verlauft. Wie lautet
der Winkelgeschwindigkeitsvektor der Trommel beziig-
lich der Umgebung? Welchen Betrag hat er? Wie grof3 ist
die Winkelbeschleunigung & der Trommel?

Resultat: Y
XTrommel — ﬁ wrey

Ausfiihrliche Lésung: Die Winkelgeschwindigkeit des Las-
ters betragt

v
Waster = ﬁez/

die Winkelgeschwindigkeit der Trommel beziiglich des
Lasters

Laster wTrommel = wrey,

wobei e; der Einheitsvektor in Tangentenrichtung ist. Die
Winkelgeschwindigkeit der Trommel ist also

0
WTrommel = Eez + wret.

Die Winkelbeschleunigung ergibt sich durch zeitliche Ab-
leitung der Winkelgeschwindigkeit, wobei zunéchst im
lastwagenfesten Bezugssystem abgeleitet wird:

LaSterdwTromInel

XTrommel = kT + WeLaster X WTrommel

(%
=0+ Eez X
v
= _EwTer/

v
(EBZ + (‘JTet)

wobei e, der Einheitsvektor in Richtung vom Kurvenmit-
telpunkt zum Laster ist.

9.10 eee Ein Frisbee ist eine Jahrmarktattraktion, bei
der sich eine Stange der Lange [ dhnlich einem Pendel um
eine horizontale Achse dreht. Der Winkel zwischen der
Pendelstange und der Vertikalen betrdgt ¢. Am Ende der
Stange ist eine Scheibe mit Radius R angebracht, die sich
beziiglich der Stange um deren Langsachse mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit wg dreht. Der Drehwinkel
@ der Stange ist wie bei einem Pendel von der Zeit abhdn-

gig.
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Wie grofs ist der Vektor wr der Winkelgeschwindigkeit
des Frisbees? Wie grofs ist dessen Winkelbeschleunigung,
wenn ¢ und ¢ gegeben sind? Wie grofs sind die Ge-
schwindigkeiten der Punkte A und B, wie grof§ deren
Beschleunigung?

Resultat:
ax = (I¢ +R¢” + Rwi)e, + (1g° — Ri)ey,

ap = (—Rwd)ey + lge, + (1¢* 4+ 2Rgws ) e,

Ausfiihrliche Lésung: Die Winkelgeschwindigkeit des
Frisbees setzt sich aus zwei Drehungen zusammen:

Wg = Qe + wsey .

Die Winkelbeschleunigung ergibt sich durch Zeitablei-
tung, wobei zu beachten ist, dass das gestrichene Bezugs-

system nicht das Bezugssystem des Frisbees ist:
ap = ey + gey X (@ey + wsey)
= ey — (Pwsey/.

Die Geschwindigkeit des Punktes A folgt aus der Ge-
schwindigkeit des Mittelpunktes des Frisbees und einem
Anteil aufgrund der Drehung des Frisbees

v = lge, + wr X (—Rey)
= Rwsey + Ipe, — Rge,.
Analog ergibt sich fiir Punkt B
vp = Ige, + wr x (Re},)
= lgey + Rge,
= (lg+R¢)ey.

Zur Bestimmung der Beschleunigungen koénnen nicht
einfach die Geschwindigkeiten der Punkte abgeleitet wer-
den, da diese Punkte sich im gestrichenen Bezugssystem
bewegen. Deshalb verwenden wir die Formel fiir die Be-
schleunigung eines Punktes des Koérpers, wenn wir die
Beschleunigung eines anderen Punktes des Korpers (hier
der Mittelpunkt der Scheibe) kennen. Fiir den Scheiben-
mittelpunkt gilt aufgrund der Kreisbahn:

am = lge, + l¢%e,.
Fiir Punkt A folgt:
ap = am +ap X (—Rey) + wp X [wg X (—Rey)]
= (I +R¢* + Rwdey + (1" — R§)ez,

und analog fiir Punkt B:

ap = ay + am X (Rey ) + wr X [wg X (Rey )]

= (—Rwd)ey + lje, + (1¢* +2Rgws)er.

9.11 ee FEine Welle mit Radius Ry rollt auf dem Un-
tergrund ab. An ihr ist eine Scheibe mit dem Radius Rg
angebracht, die sich in einer Nut des Untergrundes bewe-

gen kann. Der Mittelpunkt der Welle bewegt sich mit der
Geschwindigkeit vy entlang des Untergrundes.

e,

Welle
Scheibe

G

7

N
>Q"UJ\D

Wie grofs sind die Geschwindigkeiten und die Beschleu-
nigungen der Punkte A und B?
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Resultat: 9.12 e  Ein Propeller besteht aus drei Fliigeln und
dn — RSU\ZN - ﬁe wird beim Hochlaufen des Motors mit der Winkelbe- o
A Ry, B Ry ¥ schleunigung « beschleunigt. Dabei betrdgt die augen- =
o . ] o blickliche Winkelgeschwindigkeit w. Wie grofs ist die )=
Ausfuhrllche Losung: Die Ge.schyvm(.:hgkelt des Punktes B Beschleunigung des Punktes A? o]
ist so grof3 wie die Geschwindigkeit der Unterlage und %
damit vg = 0. Die Winkelgeschwindigkeit der Welle be- -
tragt =
o — W, A 2
W = Rw Z _E
3
Die Geschwindigkeit des Punktes A ergibt sich zu: ; -
Rs
va = vwey + ww X (—Rsey) = (vw — R—)ex.
W
Unter der Voraussetzung, dass die Geschwindigkeit des o, a
Wellenmittelpunktes konstant ist, verschwinden die Be-
schleunigung des Wellenmittelpunktes und die Winkel-
beschleunigung der Welle:
aw = 0
ATV 0.
Die Beschleunigungen der Punkte A und B sind damit:
ag = aw + aw X (—Rw)e, + ww x [ww X (—Rwey)]
v v
=N x |—-Ne, x (—Rwey) Resultat:
Rw Rw 2
ap = aley — wley
_ U
T Ry Ausfiihrliche Losung: Wir legen ein Zylinderkoordinaten-

system fest in den Nabenmittelpunkt. Der Nabenmittel-

= —R —R
aa = aw +aw x (=Rs)ey +ww x [ww x (~Rsey)] punkt bewegt sich nicht. Deshalb betrédgt die Beschleuni-

= _U_Wez X _U_Wez x (—Rsey) gung des Punktes A
Rw Rw
Rgvd, apn = ae; X le, + we; x (we; x ley)

2 yr
R{y = aley, — w?le,





