Aus Kapitel 38

Aufgaben

381 o Zeichnen Sie das Blockschaltbild einer Zwei-
Freiheitsgrade-Regelung. Erldutern Sie, welchem Zweck
die Steuerungseinrichtung dient und welchem Zweck der
Regler.

Resultat: Das Blockschaltbild ist in Abb. 38.8 zu sehen.
Bei der Zwei-Freiheitsgrade-Regelung iiberlagern sich die
Ausgangssignale des Reglers und der Steuereinrichtung
additiv zur Stellgrofse u.

Regler: Der Regler erzeugt aus der Regelabweichung e
(Fiihrungsgrofle w — Regelgrofie y) einen Korrekturwert
fiir die Stellgréfle, mit dem Ziel, den Einfluss von Stoérun-
gen z auf die Regelgrofie y zu mindern.

Steuereinrichtung: Sie erzeugt aus der Fithrungsgrofie w
einen Stellgrofienanteil derart, dass y der Fithrungsgrofie
w (auch ohne Zutun des Reglers) moglichst gut folgt.

Ausfiihrliche Losung: Das Blockschaltbild ist in Abb. 38.8
zu sehen. Bei der Zwei-Freiheitsgrade-Regelung iiber-
lagern sich die Ausgangssignale des Reglers und der
Steuereinrichtung additiv zur Stellgréfe u.

Regler: Der Regler erzeugt aus der Regelabweichung e
(Fiihrungsgrofle w — Regelgrofie y) einen Korrekturwert
fiir die Stellgrofie, mit dem Ziel, den Einfluss von Stérun-
gen z auf die Regelgrofie y zu mindern.

Steuereinrichtung: Sie erzeugt aus der Fithrungsgrofie w
einen Stellgrofienanteil derart, dass y der Fithrungsgrofie
w (auch ohne Zutun des Reglers) moglichst gut folgt.

38.2 ee Die Differenzialgleichung

—siny(t) = —y(t) + 3uq(t)

soll als Blockschaltbild dargestellt werden. Bilden Sie
dazu den Zusammenhang zwischen der Ausgangsgro-
Be y(t) und der Eingangsgrofe u(t) mithilfe der Ele-
mentarglieder nach Abb. 38.23 ab, allerdings ohne ein
Differenzier-Glied zu verwenden.

Hinweis: Wenn eine Differenzialgleichung ein reales (tech-
nisches) System beschreibt, so sind die Variablen und
Konstanten mit physikalischen Einheiten behaftet. Gele-
gentlich werden diese Einheiten weggelassen, um die
Darstellung tibersichtlich zu halten, oder wenn — wie hier
und in der ndchsten Aufgabe —reine Zahlenbeispiele ohne
physikalischen Hintergrund betrachtet werden.
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Resultat:
u 3 y I y
sin y
383 ee  FEin Kennlinienglied sei beschrieben durch

y(t) = 3+y/u(t), und es sei bekannt, dass das Eingangssi-
gnal 1(t) von seinem Arbeitspunktwert u* = 4 im Betrieb
nur wenig abweicht. Approximieren Sie das Kennlinien-
glied durch ein P-Glied, indem Sie eine Linearisierung im
Arbeitspunkt durchfiihren.

Hinweis: Sie konnen sich dabei am Kasten Linearisierung
im Arbeitspunkt in Abschn. 1.4 orientieren.

Resultat:
3

Ay =~ ZAM.
Ausfiihrliche Lésung: Der Ubergang zu den Abweichun-
gen vom Arbeitspunkt liefert Ay = y — y* = 3\/u — 3v/u*,
sodann wird \/u(t) in eine Taylorreihe um u* entwickelt,
und es resultiert mit u* = 4 das P-Glied:

Ay = 3Vu* + 3 =Au + Rest = 3vu* = ZAM.

2v/u*

38.4 ee  Stellen Sie die Differenzialgleichung fiir das
mathematische Pendel (d.h. mit masselos angenomme-
nem Stab) in der Abbildung auf. Eingangsgrofe sei die
Kraft Fi,, Ausgang der Winkel ¢. MR = —d¢ ist das
viskose Reibmoment. Bestimmen Sie zunichst alle an-
greifenden Drehmomente. Linearisieren Sie anschlieiend
das Modell um die Ruhelage ¢ = 0, indem sie die Klein-
winkelndherung auf die trigonometrischen Ausdriicke
anwenden. Geben Sie schliefilich die Kenngroéfien des dar-
aus resultierenden PT2-Gliedes an.
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Y/

Mathematisches Pendel

Hinweis: Drehimpulssatz: [ = ) M;.

Resultat: Zur Bewequngsdifferenzialgleichung:
Tragheitsmoment des Pendels: ] = ml2,
Tangentiale Kraft F; an der Masse: F; = mgsin ¢,
Riickstellmoment: Mg = —mgsin(g)l,
Dampfmoment: MR = —dr¢,

Stellmoment: M;,, = IFj,.

Daraus folgt mithilfe des Drehimpulssatzes:

2y = —mglsin ¢ — dr¢ + IFyy,.

m
Linearisierung:

mPPA$ + mglAg + drA@ = IAFip.

Kenngrofien des PT2-Gliedes: Durch Vergleich mit dem all-
gemeinen PT2-Glied liest man ab:

T2 = i, 24T = d—R, also
g mgl
= dg und K= i
2ml\/gl mg

Ausfiihrliche Lésung: Zur Bewegungsdifferenzialgleichung:
Tragheitsmoment des Pendels: | = mi?

Tangentiale Kraft F; an der Masse: Fy = mgsin ¢
Riickstellmoment: Mg = —mgsin(¢)!

Dampfmoment: Mg = —dr¢

Stellmoment: M;,, = [Fj,

Daraus folgt mit Hilfe des Drehimpulssatzes:

2 = —mglsin ¢ — dr + IFin

ml
Linearisierung: In der Ruhelage gilt ¢(t) = ¢(t) = 0, folg-
lich 0 = —mglsin(¢*) + IF} . Damit ¢* = 0 wie gefordert
eine Ruhelage ist, muss die stationére Kraft F;; = 0 sein.
Nun gehen wir zu den Abweichungen vom Arbeits-
punkt tiber, Ap(t) = @(t) — ¢*, AFin(t) = Fin(t) — F}, und

nadhern den trigonometrischen Ausdruck sin ¢ fiir klei-
ne Winkel durch sin ¢ ~ ¢ an. Die Bewegungsgleichung
geht dadurch tiber in:

mPPAp + mglAg + drAg = IAFi,

(Das gleiche Ergebnis erhilt man durch ein Vorgehen wie
im Kasten Linearisierung im Arbeitspunkt.)

Kenngrofien des PT2-Gliedes: Durch Vergleich mit dem all-
gemeinen PT2-Glied liest man ab:

T2:£, 2dT:d—R, also d = dr und K:L
g mgl 2ml/gl mg
385 eee Gegeben seiein kegelférmiger Tank, der von

oben mit Fliissigkeit befiillt werden kann und aus dem die
Fliissigkeit unten (aus der Kegelspitze) durch eine kleine
Offnung mit Querschnittsflache a aufgrund der Schwer-
kraft abfliefst. Der Fliissigkeitsvolumenzufluss ge fungiere
als Eingangsgrofle und der Volumenabfluss g, als Aus-
gangsgrofie. Die Abbildung zeigt den Fliissigkeitsanteil
im kegelformigen Gefdfl. Dabei sind h(t) die aktuelle
Fillhohe und A die zugehorige kreisformige Fliissigkeit-
soberfliche mit Radius . Ermitteln Sie fiir das System ein
mathematisches Modell in Zustandsdarstellung. Zeich-
nen Sie dann das Blockschaltbild zu dem ermittelten
mathematischen Modell.

: 1‘9
P
el i 4 —

Flssigkeit im kegelformigen Tank

Hinweis: Fiir den Volumenabfluss kann angenommen
werden g, (t) = a/2¢h(t),
mit a: Abflussquerschnittsflache

und g: Erdbeschleunigung.

Fiir das Kegelvolumen gilt allgemein V = %Ah.

Tipp: Driicken Sie V allein durch /1 und ¢ aus und betrach-
ten Sie V.

Resultat:

1

h = —————=(ge —a\/2gh) Zustands-DGL
ntan2(q))h2(qe a+/2gh) Zustands-DG

Ja = ay/2gh Ausgangsgleichung



1
7 tan® (9)

- a'llrgh -

Blockschaltbild des Tanksystems

Ausfiihrliche Lésung: Das Kegelvolumen ist
1
V =-Ah
3

| A=7*1=(htan¢)*m = K? tan?(g) 7
V= gtanz((p)h‘3

folglich
V = mtan?(¢)h%h ,
= e O ()02 = g — g
V=ge—1qa
Daraus folgt:
: 1
h= W(qe —ay/2¢h) Zustands-DGL
Ga = ar/2gh Ausgangsgleichung

Das Blockschaltbild kann unter Verwendung eines Kenn-
liniengliedes 1/h% und eines Multipliziergliedes gezeich-
net werden (Alternativ kann auch ein Divisionsglied ver-
wendet werden).

386 o Stellen Sie die Differenzialgleichung fiir das
RLC-Glied in der Abbildung auf.
R L
o— HEl—y—9
Uin C :: Uout
(o, O

RLC-Glied: Filter 2. Ordnung

Resultat: LCUyut + RCUout + Uout = Uip.
Ausfiihrliche Lésung: Fiir die Spannungen an den drei
Bauelementen gilt Ug = RI, Uy, = LI, Uc = LI bzw. I =
CUc . Die Kirchhoffsche Maschengleichung lautet dann
Ujp = Ug + Uy + Uc = RI+ LI + Uc
= RCUc¢ + LCUc + Uc

Aufgaben Kap. 38

Wegen Uc = Uoyt resultiert eine Differenzialgleichung
vom PT2-Typ,

LCUout + RCUout + Uout = Uip.

38.7 ee Leiten Sie aus der Differenzialgleichung des
RLC-Glieds der Aufgabe 38.6 erstens eine Zustandsdar-
stellung in Regelungsnormalform ab sowie zweitens eine
Zustandsdarstellung, bei der Sie als Zustandsvariablen
Uc und I wéhlen.

Resultat: Zustandsdarstellung in Regelungsnormalform
nach (38.44), (38.45):

X1 = x,
562 = —Lxl — EXQ'F LU
LC L Lcm
uCout = X1

bzw. in der Darstellung nach (38.66), (38.67):

X1 = xa,

. R

e T + Uin,
Uout = lx

out — IC 1-

Beide Darstellungen sind dquivalent (Der Faktor 1/LC
wird beim Ubergang von der ersten zur zweiten Vari-
ante vom Eingang an den Ausgang ,verschoben”). Die
Zustandsdarstellung mit den Zustandsvariablen Uc und
I'lautet:

. 1
Uc = =1,
c~cC
. 1 R 1
I'=—plc— 71+ Ui,
uout = uC~

Die drei Zustandsdarstellungen unterscheiden sich in der
physikalischen Bedeutung der Zustandsvariablen, sie be-
schreiben aber dasselbe Ein-/Ausgangsverhalten des be-
trachteten Ubertragungsgliedes.

Ausfiihrliche Lésung: Die Regelungsnormalform erhalt
man, indem man die in der vorigen Aufgabe erhalte-
ne Differenzialgleichung durch LC dividiert und dann
(38.66), (38.67) anschreibt:

561 = X7
. 1 R
Xy = —Exl — ZXZ + Uin
1
Uout = —=x1

LC
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Um eine Zustandsdarstellung mit den Zustandsvariablen
Uc und I zu erhalten, verwenden wir die Kondensator-
gleichung Uc = %I sowie die Kirchhoff’sche Gleichung
Ui, = Ug + Uy + Uc = RI+ LI + U, die wir nach I auf-
losen:

. 1
Uec = =1
cTC
1 R. 1
— iy S
pUe— i+ gl
uout—uO

38.8 ee  Geben Sie die Zustandsdarstellung des elas-
tischen Lagers nach Abb. 38.30 mit dem Eingang Fp und
der von der Feder und dem Dampfer in der Summe an
den Boden iibertragenen Kraft Fg als Ausgang an. Wah-
len Sie als Zustandsvariablen die Auslenkung x und die

zugehorige Geschwindigkeit .

Resultat:
X1 =X,
. C D 1
Xp = ——X1— —Xp + —Fp,
m m m
Fg = Cx1 + Dxjp.

Ausfiihrliche Lésung: Die Zustandsvariablen lauten x; =
x und xp = &; zwischen ihnen besteht also die Beziehung
X1 = xp, die wir als erste Zustandsdifferenzialgleichung
nutzen. Die zweite erhalten wir durch Auflésen von
(38.34) nach ¥ = x»,

X1 = X2

. C D 1
Xy = _E)q — sz + EFm

Die Ausgangsgrofie Fp setzt sich aus Cx und Dx zusam-
men, also

Fg = Cx1 + Dxo».

38.9 eee Um das Federungsverhaltens eines Pkw zu
untersuchen, soll ein einzelnes Federbein (Abbildung) im
Zusammenwirken mit einem Viertel der Fahrzeugmasse
als Zustandsraummodell dargestellt werden.

KFZ-Federbein

x% ” l
" SR

CR J- dR
<s i
7. 7. Z4
Ersatzmodell zum Federbein

In der zweiten Abbildung sind die wesentlichen Elemen-
te schematisch dargestellt: Das (unebene) Straenprofil
zg(t) wirkt tiber die Reifensteifigkeit cg und die Reifen-
dampfung dr beschleunigend auf das Rad der Masse mg.
Dessen Bewegungen ihrerseits wirken tiber cp und da be-
schleunigend auf die (Viertel-)Aufbaumasse ma. Geben
Sie ein Zustandsraummodell an, wobei Sie als Zustands-
variablen wahlen

X] = XA — XR, Einfederung,

Xy = Xa, Aufbaugeschwindigkeit,
X3 = XR — 25, Reifenauslenkung,

X4 = xR, Radgeschwindigkeit.

Da bei diesem System das Verhalten mehrerer Variablen
von Interesse ist, wahlen Sie als Ausgangsgrofien:

y1 = Xa, Aufbaubeschleunigung,
Y2 = Fayn, dynamische Radlast,
Y3 = XA — XR, Einfederung.

Das Modell erhilt also eine vektorielle Ausgangsgrofie
y und folglich eine Ausgangsgleichung der Gestalt y =
Cx + du. Die dynamische Radlast F4y, bezeichnet dabei
die Kraft, die von der Strafie auf das Rad wirkt, also die
Summe der Feder- und Dampferkrifte des Reifens.

Hinweis: Betrachten Sie nur Abweichungen aus der (nicht
weiter interessierenden) Ruhelage; die Federn seien al-
so entspannt fiir xpo — xg = 0 bzw. xg — zg = 0. Mit der
vorgeschlagenen Wahl der Zustandsgrofien ergibt sich als
einzige Eingangsgrofie des Systems die Storgrofie Stra-
Benprofilgeschwindigkeit zg = z, und die Zustandsdiffe-
renzialgleichung hat die Gestalt x = Ax + ez.

Resultat: Mit den Bilanzgleichungen

maXa = —ca(xa —xr) —da(Xa — ¥r),
MR¥R = cA (XA — XR) + da (XA — ¥R)
— cr(xR — z5) — dR (¥R — Z5)



und der Definition der vier Zustandsvariablen folgt so-
fort:

xA _ xR 0 1 0 _1 xA — xR
s —CA 7dA 0 d_A .

XA — ma ma ma XA
XR — ZS 0 0 0 1 XR — Z§
.’.X.TR A EA R _A_Rfd —d jCR

mR mR mR mR ~———
0 X
0
+ | =13
ar
MR
—a —da da
yl ma ma 0 mA 0 .
V| = 0 0 —cr —dr | x+ dr | Zs.
Y3 1 0 0 0 0

Ausfiihrliche Losung: Zunichst stellen wir die Kréftebi-
lanzgleichungen fiir beide Massen auf,
maka = —ca(xa —xr) —da(ka —ir),
MRIR = cA(xa — XR) +da(¥a — iR)
— cr(¥R — 25) — dr (4R — Z3)-
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Nun bilden wir die Zeitableitungen der vier Zustands-
variablen und erhalten unter Verwendung der beiden

. . =
Bilanzgleichungen das Zustandsraummodell =
=
3
ip — iR 0 1 0 -1 2
. —CA —dA 0 d_A w
XA — ma ma ma g
IR — Zs 0 0 0 1 =
¥R A dn —cr —da—dr )
mR mR mR mR {=)]
[
XA — XR 0 es
XA 0 1,
z
XR — Zg T -1 5
iR g
MR
———————
X
cA —da da
yl ma ma mA
W = 0 0 —cr —dr | X
¥3 1 0 0 0
0
+ dR Zg
0





