Aus Kapitel 11

Aufgaben

111 o Der Faden eines Jo-Jos wird festgehalten,
wihrend das Jo-Jo nach unten beschleunigt.

Faden

3R

Wie grof ist die Beschleunigung des Schwerpunktes,
wenn der Radius der Walze, auf dem der Faden aufge-
wickelt ist, R betrdgt und das Jo-Jo selbst als homogene
Scheibe der Masse m mit Radius 3R betrachtet werden
kann? Zur Losung soll das Prinzip von d’Alembert in La-
grange’scher Fassung verwendet werden.

Resultat:
2

xzﬁg

Ausfiihrliche Lésung: Das System hat einen Freiheitsgrad.
Die virtuelle Verdrehung 5¢ und die virtuelle Verschie-
bung dx sind tiber

dx = Rd¢

gekoppelt. Analog gilt
¥ = R¢.
Bei einer virtuellen Verriickung folgt somit:
SW = mgdx — mxdx — Js¢d¢ = 0.
Mit Js = m(3R)?/2 = 9mR? /2 ergibt sich:

(mg — mix — ;mk)éx =0.

Aus der Forderung, dass die Klammer verschwinden
muss, erhalten wir:

2
R
11.2 e  Losen Sie Aufgabe 11.1 mithilfe der Lagran-
ge’schen Gleichungen.
Resultat:
fo2
“1f

Aufgaben Kap. 11 1

Ausfiihrliche Lésung: Das System hat einen Freiheitsgrad.
Wir konnen als generalisierte Koordinate entweder den
Verdrehwinkel ¢ oder die Verschiebung x nach unten ein-
fiihren. Wir wéhlen im Folgenden x. Damit gilt
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Die Bewegungsgleichung erhalten wir aus

doL dL

Tox o

Da ein konservatives System vorliegt, ist Q, = 0, und fiir
L gilt
L = Exin — Epot

mit 1
m, ,
Eyin = zxz + EIS(Pz

1
= E(mjc2 + ;mxz)
11
7

Epot = —mgx.

Hierbei wurde Js = 9mR? /2 eingesetzt. Somit folgt fiir L:
11
L= mez + mgx

und damit fiir die Ableitungen

oL 11

g = ?mx,
doL 11
dtox 2

oL

Einsetzen ergibt die Bewegungsgleichung
11
7m5€ —mg =0,

aus der die Beschleunigung zu

o2
“1é

bestimmt wird.
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Aufgaben Kap. 11
11.3 ee An dem abgebildeten Doppelpendel greifen
die Krifte F1 und Fp an. Wie viele Freiheitsgrade hat das
System? Wie grof3 ist die virtuelle Arbeit bei einer virtuel-
len Verriickung?

Resultat:
SW = [F1 +sin(¢1 — ¢2)F2]1d¢1

Ausfiihrliche Losung: Die virtuelle Arbeit der beiden Kifte
berechnet sich aus

OW = Fq - dr1 + Fy - 0rp.

Die Kréfte sind mit

A= (00 )R,
—sin ¢
oo (“5ner)s
— COSs ¢
gegeben, wenn wir x nach rechts und y nach unten po-

sitiv nehmen. Die virtuellen Verschiebungen werden aus
den Ortsvektoren der Kraftangriffspunkte bestimmt:

~ (Lisingg
n= <11 cos @y )’
([ ljcos¢q
51‘1 o (—11 sin P1 6(Pl'
([ Iisingg +hsing,
27 \lycosgy +1hcosga )’

_( ljcos ¢ I cos ¢,
51‘2 o (—11 sin (p1> 5([)1 T (—lz sin (%] 5([)2

Auswertung der Skalarprodukte ergibt

dW = [F1 + Sil’l((pl — (pz)Fz]llé(pl.

114 Der abgebildete Zweischlag besteht aus zwei
Staben der Lange [. Die Punkte A und B kénnen sich hori-
zontal verschieben, ihre Lage wird durch die Koordinaten
xa und xg beschrieben. Am Gelenk G greift die Kraft F;
unter dem Winkel « an. Am linken Stab wirkt mittig die

Kraft F; stets senkrecht zur Stabldngsachse und am Punkt
B die horizontale Kraft F3.

Wie grofs ist die virtuelle Arbeit? Was ergibt sich fiir die
verallgemeinerten Krifte?

Resultat:
Fap = 1c:osocF + B YA Fisina
fT2 ' 42— (xp—xa)? |
3/ (xg — xp)?
+ —1\/412 — (xp — xp)2F, — F,
8l (xg — xa)%F> 81VAR — (x5 —xn)? 2
XB — XA

Fg =

1
zcosle—"l + Fisina

24/412 — (xg — xp)?
1 7
+ g 412 — (XB — XA)2F2

(xp — xa)?
81\/412 — (xg — xp )2

Fy +Fs.

Ausfiihrliche Lésung: Zunéchst werden die Ortsvektoren
zu den Kraftangriffspunkten bestimmt. Mit

XB — XA
21

cos g =

fiir den Winkel ¢ zwischen den Staben und der Horizon-
talen folgt

sing = \/1—coszq): %\/412— (xg — x4 )2

und damit




Daraus berechnen sich die virtuellen Verschiebungen zu

Sxa+0xp
2
57’(; = _ (XB—XA)(éJ(B—éXA) 7
2 4[2—(XB—XA)2
%SxA + %5363
g, = | _ (xp—xp)(Sxp—8xa) |
4 4[27(XB7XA)2

51"]3 = <6SB> .

Die Kraftvektoren sind durch
cos &
F = <Sil"llX> F,
_( sing
F, = <— cos (p> F2

1
— <Z 412 — (xp — XA)2> F,,
21

_XB—XA

_ (B
r-(%).
Die virtuelle Arbeit betrédgt
dW = Fy-06rg +F; - drg, + F3- 0rp

1 1
=3 cosaF10xp + 2 cos aF1dxp

B (xB — xA)(éxB — 6xA) F] sin

2/412 — (xg — xp)2
+ %\/412 — (xg — xa)2F28x
+ é\/ 412 — (XB - xA)ZFgéxB

2
(xg —xa) Fybxs
8l 42 — (xB — xA)z
2
_ (s —xa) Fydxp + F38x5

8l 42 — (xB — xA)z

XB — XA

= 1cosocF +
2 ! 2/412 — (xp — xp)2
3 7
+ g 412 — (XB — JCA)ZFZ

_ 2
(g —xa) E, ) 514
81\/412 - (xB — xA)z
XB — XA

24/412 — (xg — xp)?
1 7/
+ g 412 — (XB — XA)2F2

(xg —xa)?

+
81\ /A12 — (xp — xp)2

Fisina

1
+ (5 cosuaFq + Fisina

Fr, + F3> dxp.

Aufgaben Kap. 11
Daraus folgen die verallgemeinerten Kréfte

Fqsina

1 XB — XA
Fa = = cosaFq +
A 2 ! 2./412 — (XB — xA)2

3 /4]2 2
+ 8l 4] (XB xA) FZ 8l
XB — XA

2\/412 — (XB —XA)Z
1 7
+ g 412 — (XB — xA)2F2

(xp —xa)?
81 412 — (XB — xA)2

(x —xa)?
412 — (xg—xp)?

F,

1
Fg = 2 cosaFy + Fqsina

Fy + F3.

11.5 ee Uber den abgebildeten Klappmechanismus
wird der Massenpunkt mithilfe der Kraft F beschleunigt.

Der Massenpunkt hat die Masse 5m, die Stabe jeweils die
Masse m/2 und die Lange I beziehungsweise m/4 und
1/2. Leiten Sie die Bewegungsgleichung mithilfe des Prin-
zips von d’Alembert her. Uberpriifen Sie das Ergebnis mit
den Lagrange’schen Gleichungen 2. Art.

Resultat:
%ml%}i + %ml%p sin? ¢ + %mlz(pz sin ¢ cos @

+§mglcosq)+l—“lcosq):0

Ausfiihrliche Losung: Fiir die Losung mit Hilfe des Prin-
zips von d’Alembert in Lagrangescher Fassung werden
zundchst die Ortsvektoren zu den Schwerpunkten der
Stdbe und des Massenpunktes bestimmt und daraus die
Beschleunigungen und die virtuellen Verschiebungen:

i
5 COS

"y = <i sin q)) ,
2 ¢
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4 Aufgaben Kap. 11

51
2 cos
™ = i sin gf ) !
?—: 2
=1 rr = «0 ’
=3 Isin ¢
A z
= . —5sin .
o rp=1{ ;2 ¢ @,
= 5 COS ¢
e . ~3sing) .
> 34 =1\ | 9,
o 7 COS ¢
=, 9l
= ) —Z sin .
1’5 = 14 q)> 4)/
7 COS @
9l _:
. — 2 sin .
1’6 == 3[4 q)> 4)/
7 Cos ¢

g-
I

l -
—Zsing)\ .
cos ¢ > e

Nt
=
N

Il

N~
I"'/—\ NI~

—@sing — (p cosq))
(pcos @ — ¢?sin @)

—¢sing — q) cos ¢
%((pcosq) @?sin @)
)

NN

/—\

))
7 (—¢sing — q) cosq))
ﬁ((}icosq) @?sin ¢
Z( Psing — ¢ cosq))
A(pcosp — ¢?sing) )’
)

F(—¢sing — q) cos @
7(¢cosp—¢ 2 sin @)

_1
5 sin (p) 50,

<
W
=
| Il
/\/\/‘\/‘\/‘\/\/\/‘\/‘\/‘\/\/\/‘\/‘\/‘\/‘\/‘\
e
|

Wenn wir Winkelverdrehungen entgegen dem Uhrzeiger-
sinn positiv annehmen, erhalten wir

?135 = @,
246 = — @,
P135 = ¢,
Pra6 = —¢,
d¢135 = 09,
8246 = —0¢.

Eingepragte Krafte sind die Kraft F und die Gewichtskraf-
te

Die virtuelle Arbeit von eingepragten Kréften, Tragheits-
kréaften und Tragheitsmomenten setzt sich wie folgt zu-
sammen:
6 6
SW =Y (—myi; - dr;) — Ming - 5 — Y (—Js,ipid ;)
i=1 i=1
6
+F~51‘F+ZG1"61’,'+GM'6TM.
i=1

mit den Massentragheitsmomenten

1
= —ml?,
Js1,234 7

1 -
Js56 = @W

Die Auswertung der Skalarprodukte ergibt
I
zz(q)sm(p + ¢ cos ¢) <—— sin (p>

ml l
+25§( $ cos ¢ + ¢ sin @) 5 Cos¢

ﬂ_ L. .2 _3_l .
+222(3¢smq)+3(p cos @) 2s1n(p>

ml l
+22 (—g¢cos ¢ + ¢*sin @) 5 Cos ¢
m | 91
ZZ<9(PSIH¢+9¢ cos ) ( 18 1r1(p>
+E£( p + ¢*sing) !
11" ¢cosg+gsing) ( cosg
m | 9 .
ZZ(9<psmq)+9q) cos ) Zsmq))
+ZZ( 3¢ cos ¢ + 3¢~ sin @) (ZCOS(p>
+ 5m

§(5<psmq)+5<p Cos ) <—5Elsin(p>
I I
+5m= ( $cos ¢ + ¢ sin @) ( cosq))

1 1
2
+ml ( g0+2 g0+2192g0)



Aufgaben Kap. 11 5

11 11 Das kinetische Potential
—mg Zz—cosq)—kz = COos ¢

X
25 275 15 =
11 13! l ( + = sin? (p> ml2¢* — —“mglsin ¢ <
—— — = 24 16 4 =
+44 s<p—|—44cosq)+52cosq)> Flcosq)}é(p 0 <
()
oder wird abgeleitet: =
25 25 275 p oL (25 275 %
——ml*p — —ml“psing Dt g 2 A
< 12 8 % B + 3 sin? @ | ml“g, _E
275 122 15 doL (25 275 275 o
— ZZmi? ¢% sin ¢ cos ¢ — —mgl cos ¢ — Fl cos >6 =0 2= — i 26+ 22 mi? si a v
3 ¢ peosg — mg ¢ ¢ )og TER (12+ 3 sin q))mlq)+ 1 ml sin ¢ cos ¢~, -
; ; : oL 275 15
Hieraus folgt die Bewegungsgleichun = _ 2 P
3 SuUNgsg & 50~ 8 ml* sin ¢ cos p¢ 1 mglcos ¢.
25 mi?p + 2—ml2 sin?
12 b b ¢ Nach Einsetzen in die Lagrange’sche Gleichung zweiter

Art ergibt sich dasselbe Ergebnis wie aus dem Prinzip von

275 5 5 . 15 —
* ?ml ¢*singcos g + 7 "glcos ¢+ Flcosg =0. d’Alembert in Lagrange’scher Fassung.

Zur Uberpriifung mit den Lagrangeschen Gleichungen

miissen die kinetische Energie, die potentielle Energie 116 ee Das Doppelpendel besteht aus zwei diinnen
und die verallgemeinerte Kraft Q, berechnet werden. Da-  gixpen mit jeweils Masse m und Lange I. Belastet wird
zu werden zunéchst die Quadrate der Geschwindigkeiten 4,4 Doppelpendel durch die zwei Krifte F; und F,. Die
bestimmt: Schwerkraft wirkt vertikal nach unten.
12
2 _ b0
vl, - 4 (P 4

71%,4 = (14 + 212 sin® <p> @,

12
2 2
U5 = <16+51 sin q))q),
g
912 2
2 _ (2 7 a2 2
Vg = <16+ 5 sin (p>(p,
viy = E + 612 sin® 2
Damit folgt: Wie viele Freiheitsgrade hat das Doppelpendel? Ge-
. ben Sie die Bewegungsgleichungen mithilfe der Lagran-
Ean= ) <%sz 4 ]izz (P12> 4 5%” 2, ge’schen Gleichungen 2. Art an.
i=1
Resultat:
= <25 + % sin’ q)) mi?¢?,

4 5 1 2 . . ..
gml ¢1+ Eml (cos @1 cos @y + sin @1 sin @) §r
Epot = Z migy; -+ 5mym 1

i + Emlz(— cos @1 sin ¢ + sin @1 cos @3 ) 3

31
—4 gzsqu— g4sm<P+4g4sm(P +§mglsin(p1:[F1+sin((p1—q)2)F2]l,

~ si 1 1
* Smgz sm ¢ 5mlz(p2 + Emlz(cos @1€O8 @y + sin @1 sin @) ¢1

= Emglsinq)

4 7
SW = — Flcos @b, 1
Qp = — Flcos ¢. + Emglsin ¢2 = 0.

1
+ Emlz(— sin @1 cos @2 + cos @1 sin §02)(P%
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Aufgaben Kap. 11

Ausfiihrliche Lésung: Das Doppelpendel hat 2 Freiheits-
grade, z.B. g1 = ¢1 und qp = ¢>. Die kinetische und die
potentielle Energie berechnen sich mit

- I'sin g + %sin(pz
2= —lcos @1 — %cosq)z !
i = <<P11COS @1+ Lq')z cos (p2>
lq')l sin @1 + 74')2 sin ¢ !
. 12 . . .,
03 = P¢? + Z(p% + 2 (cos ¢y cos ¢ + sin @1 sin ¢2) ¢1 o
zu

1m? , 1 ,
T2 ity

1ml?
Fian 212 %

2 5o 1 5

= gmlgt + Zmlg3
mp . . o
+ El (cos @1 cos @y + sin @1 sin @2) P12
I 1

Epot = —Mg 5 COS P1 — mg(lcos @1 + 5 cos ¢2).

Die virtuelle Arbeit und damit die generalisierten Kréfte
wurden in Aufgabe 11.3 bestimmt:

SW = [Fy + sin(g1 — ¢2)F2]l5¢1,
Qp, = [F1 +sin(g1 — @2)F2]l,
Qsz =0.

Fiir die Ableitungen ergeben sich

oL _ A—Lmlzq')l + 111112(cos (1 COS @ + sin @1 sin ¢7) @2

g1 3 2 ’
4O 4o 1o o
a3 3 1+ 5ml”(cos g1 cos @2 + sin @1 sin ¢2) ¢

1
+ Emﬂ(— Sin @1 cos @ @1 — COS @1 Sin P2 ¢

+ cos @1 sin @21 + sin @1 cos P2¢2) P2,

L Ll + Smi +sin 1 sin ¢2)¢
3, 3 2 + 5ml”(cos 1 cos g2 + sin g1 sin ¢2)¢1,
ia—L—lmlz" +1mlz( L in g7)
dag 3 P2 + 5ml"(cos g1 cos g2 +sin @1 sin ¢2) ¢
+ %mlz(— sin @1 cos @1 — €OS @1 sin P ¢
+ cos @1 sin 1 + sin @1 cos P2¢2) P1,
oL 1 , . . .
301 = Eml (— sin @1 cos @2 + cos @1 sin ¢2) 192
3 .
— Emglsm 1,
oL 1 , . . .
P = zml (— cos @1 sin @, + sin @1 cos ¢2) @1 ¢

— 1m Isin
2 g (PZ'

Eingesetzt ergeben sich damit die Bewegungsgleichungen

4 H. 1 5 . . )
gml o1+ Eml (cos @1 cos @2 + sin @1 sin @) Gp

+ %mlz(— COS @1 sin @ + sin @1 cos (Pz)ﬁb%

3 .
+ Emgl sin ¢
= {F] + Sil’l((P] — q)z)Fz}l,

gml ¢r + Eml (cos @1 cos @2 + sin @1 sin @) ¢

+ %mlz(— sin @1 cos ¢ + cos @1 sin @2 ) 7

1
+ zmgl sin @, = 0.

11.7 ee Das Modell eines Aufzuges besteht aus drei
Walzen mit den Radien 7y, 15, 3 und den Massen my,
my, m3. Die Last mit der Masse m4 hingt an der unteren
Scheibe. Die oberen beiden Walzen sind fest verbunden,
sodass sie sich mit derselben Winkelgeschwindigkeit w
drehen. An ihnen wirkt das Antriebsmoment M und ein
Dampfungsmoment kpw aufgrund eines viskosen Dreh-
dampfers.

my

m M)
B
g

m I~
~
—1 C¢ D I~
— ~
— ~
— ~
— ~
— ~
— 4 ~—
— ~
— ~
— ~
— ~

Mit dem Prinzip von d’Alembert ist die Bewegungsglei-
chung herzuleiten.



Resultat:

2
[(ms + md) (%) + %r% + m7r2 m?r%

7 —
+(mz + my) ! 2
Ausfiihrliche Lésung: Wenn wir Geschwindigkeiten nach
oben positiv annehmen, so gilt:

UA = —Iw,
B = Nw,
oc = hnw,
Up = nNw.

Daraus lassen sich die Geschwindigkeit des Schwer-
punkts von Walze 3 und deren Winkelgeschwindigkeit
bestimmen:

rn—n
Us, = T(U,
1+ n
21’3
Aus der Zeichnung sehen wir, dass
2r3 =11+ 1
gilt und deshalb:

w3 = W.

Bei einer virtuellen Verschiebung haben wir mit ¢ = w
folgende Zusammenhinge:

dp1 =09,
dpr = 09,
dp3 = d¢,
54)4 = 0,
6x1 = 0,
6x2 = 0,
r =71
Sxz = —25
X3 3 @,
r =71
Oxg = d¢.
X4 2 q)

Die Massentragheitsmomente sind mit

_™m >

IS] - 7}’1/
my

]Sz = 7”2/
ms »

j53 = 773

Aufgaben Kap. 11

gegeben. Mit dem Prinzip von d’Alembert in Lagran-
ge’scher Fassung ergibt sich:

-1 . .rn—-n
)
2 P %%

— (m3+ ma) L

r—r
— (m3 + my)g - > 25¢
_ (M2
(2
+ Madp —kpwde =0

+ 223+ SR) s

und damit die Bewegungsgleichung

(m3 + m4) <r1 ; r2)2

Wl my ms
+ (m3 + m4)g}’1 —n +kpp = Ma.

11.8 ee Leiten Sie mit den Angaben aus Aufgabe
11.7 die Bewegungsgleichungen nun auch mithilfe des
Langrange’schen Formalismus her.

Resultat:
my ny n—n 2 n—n 2
2 2 - - .
> 1+7r2+7r3+ ( 2 ) —|—m4< > ) }q)
r—r
+(m3 + my)g 5= +kpg = My
Ausfiihrliche Losung: Die Kinematik entnehmen wir Auf-
gabe 11.7:
= {D,
wr =@,
w3 = @,
rn—r.
=T P
vg, = n g”z .

Die kinetische Energie und die potentielle Energie berech-
nen sich zu

Ekin:%% ne +%7r24) +1 37%4'72
+% (Vl g72)2¢2+% (rl g”z)zq.)z
-3 R
+ m3 <r1;r2)2+m4 (rlgr2)2]¢2,
Epot = (m3 + m4)gr1 grz @,
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8 Aufgaben Kap. 11

Die virtuelle Arbeit des Antriebs- und des Dampfungs-
momentes

o
g_ W = (MA—kDgi))&q)
g. fiihrt auf die verallgemeinerte Kraft
% Qp = Ma — kp¢.
= Die Ableitungen
2 JL mq my ms3
= 5 1+ o1+ 215
3 o 21T 2727 23
=
rn—n rn—n
+m < > +TH4<—2 ) :|(p,
d JL my - myp o msz o
dfag |21ttt
2
1— 12 rn—n
+m ( > > +TH4 ( 5 ) :|(p,
oL - r—1
50 = (m3 + m4)gT,

ergeben nach Einsetzen die Bewegungsgleichung

mq my ms
AR

2 2
i —r r1 —r
+m3<12 2> —|—m4<12 2) }qj

— T
2+kD([) = Mj.

.
+ (m3 +my)g !

11.9 ee Fiir die abgebildete Schwingerkette leite man
die Bewegungsgleichungen mithilfe des Lagrange’schen
Formalismus her und iiberpriife das Ergebnis mithilfe des
Prinzips von d’Alembert in Lagrange’scher Fassung. Wie
lautet das Ergebnis fiir n = 4?

X X X,

A—

€1 2 €3 Cn-1 Cn
e W e T AW s W
77 ZA
Resultat:

mp 0 0 0 X1
0 my O 0 X
0 0 7113 0 5&3
0 my 5&4

c1+ec -0 0 0 X1 0

—C2 cy+c3 —C3 0 x| [0

—C3 c3+c1 —cCa x3| |0

0 —C4 C4 X4 0

Ausfiihrliche Losung: Die kinetische Energie des Systems
betrégt:

n
mj .o
Eyin = 2 Txi .
i=1

Die potentielle Energie setzt sich aus den Anteilen der ein-
zelnen Federn zusammen, wobei beachtet werden muss,
dass die erste Feder gesondert zu betrachten ist, da de-
ren Langendnderung nur von m; abhdngt und bei den
iibrigen Federn von den Verschiebungen benachbarter

Massen:
Epot = x] + Z —Xi_1)

Nicht konservative Krifte liegen keine vor. Das System

hat n Freiheitsgrade, sodass sich n Bewegungsgleichun-

gen ergeben. Dazu werden zundchst die Ableitungen von
L = Eyn — Epot

gebildet. Fiir die Freiheitsgrade x; und x, sind diese un-

terschiedlich zu den restlichen. Bei x;, i =2,3,...,n—1
ergibt sich

oL _ .
ajCl' - 1ad 24
doL .
dtox; 7V
oL
E)_x,» = —¢i(xi — xj—1) — i1 (x; — Xi41),

Der Sonderfall i = 1 ergibt sich, wenn xy zu null und der
Sonderfall i = n, wenn ¢, 1 = 0 gesetzt wird. Eingesetzt
in die Lagrange’sche Gleichungen folgen die Bewegungs-
gleichungen:

mi¥y + (c1 4 c2)x1 — c2x2 = 0,
cixi1+ (¢ +cip1)xi —cip1Xip1 =0,i=2,...,n
Muiy + cnxpy — cpxy—1 = 0.

ml-jél- — —1

Auch wenn wir das Ergebnis mithilfe dem Prinzip von
d’Alembert iiberpriifen, miissen die Massenpunkte m1;
und m, gesondert beriicksichtigt werden. Die Kréfte sind
durch die Federkrifte und die Trdgheitskrifte gegeben
und es folgt:

[—mljél —C1X1 — C2(X1 — XZ)]5JC1

+Z —mX; — ci(x

+ [—mnxi —cn(xn — x-1)]8x, = 0.

—Xi—1) = Cip1 (X — Xxi41)]0x;

Da die 6x; alle unabhéngig voneinander sind, miissen die
Vorfaktoren verschwinden, was zu den schon oben ange-
gebenen Gleichungen fiihrt.



Fiir den Sonderfall n =4 konnen die Bewegungsglei-
chungen in Matrizenform zusammengefasst werden:

mq 0 0 0 5@1
0 my 0 0 5@2
0 0 mg O X3
0 0 0 my 554
c1+¢e —Cp 0 0 X1 0
n —C c)+c3 —C3 0 x| [0
0 —C3 3+cC4 —C4 x3] |0
0 0 —Cy C4 X4 0
11.10 ee Eine Scheibe kann auf dem Untergrund abrol-

len. Die Scheibe hat den Radis r und die Masse mg,. An
der Scheibe ist ein Stab der Lange 2r und der Masse msg;
angeschweiflt. Zur Beschreibung werden die Koordinaten
x und ¢ eingefiihrt. Beide sind null, wenn der Stab verti-
kal nach unten zeigt. Der Drehung der Scheibe wirkt ein
Dampfermoment kp¢ entgegen. Wie viele Freiheitsgrade
hat das System? Die Bewegungsgleichungen sind mithilfe
der Lagrange’schen Gleichungen zweiter Art herzuleiten.

Resultat:

3 7 ..
7Msch + 3MMse — 2msCOs @ | 17
+ mgy sin pr? ¢* + kp@ + mgigrsin ¢ = 0

Ausfiihrliche Lésung: Das System hat einen Freiheitsgrad.
Die Geschwindigkeit des Scheibenschwerpunktes betragt
% = r¢. Zur Ermittlung der Geschwindigkeit des Stangen-
schwerpunktes stellen wir zunédchst den Ortsvektor

S et sin ¢
St~ \r(1 - cos @)
auf und leiten diesen nach der Zeit ab:

. [x—rpcose
e ( r(¢sing) >

Damit erhalten wir:

Ut = &2 — 2ri cos ¢ + 122,
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Daraus ergibt sich die kinetische Energie

1 o Lmgpr?
Exin = ETHSCth + E# z
1 m5t4r2 .0

2 12

1
T EmSt(jc2 — 21k + 12 ¢?) +

3 7 252
= EmSch+ngt_mStCOSq7 -

Die potentielle Energie betrdagt (Nullniveau in der Hohe
des Scheibenmittelpunktes):

Epot = —mgigr cos ¢.
Die virtuelle Arbeit des Daimpfungsmomentes
dW = —kp@de
liefert die verallgemeinerte Kraft
Qp = —kp¢.

Wir berechnen die Ableitungen

oL 3 7 'y
= | 5Msch + 5Msy — 2mgicos @ | 7@,

99 \2 3
d oL 3 7 7.
99 <§m5ch + 3Mms — 2mg; cos qv) ¢
+ 2mg; sin q)rz gi)z,
oL 2.0 . .
% = Mg ¢ Sin @ — Mg gr sin @.

Einsetzen ergibt die Bewegungsgleichung;:

3 7 ..
5 MSch + 3MMst — 2mgycos @ | v

+msi sin pr?¢* + kp¢ + meigrsin ¢ = 0.

11.11 e e e Eine Scheibe kann auf dem Untergrund ab-
rollen. Die Scheibe hat den Radis r und die Masse mg,.
Im Mittelpunkt der Scheibe ist ein Stab der Lange 2r und
der Masse mg; liber ein Gelenk reibungsfrei drehbar befes-
tigt. Zur Beschreibung der Lage werden die horizontale
Koordinate x des Scheibenschwerpunktes und die Ver-
drehwinkel ¢ der Scheibe und ¢ des Stabes eingefiihrt.
Alle Koordinaten sind null, wenn der Stab vertikal nach
unten zeigt und der Scheibenschwerpunkt sich bei x = 0
befindet. Der Drehung der Scheibe wirkt ein Dampfer-
moment kp¢ entgegen. Wie viele Freiheitsgrade hat das
System? Die Bewegungsgleichungen sind mithilfe der La-
grange’schen Gleichungen zweiter Art herzuleiten.
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Resultat:

§m 4 2. 2
3 Sch + Mst | 1@ — mgr“P cos P

+mgr?? sin + kpg = 0,

3

Ausfiihrliche Losung: Das System hat zwei Freiheitsgrade,
z.B. die Winkel ¢ und . Die Verschiebung x hiangt vom

Verdrehwinkel ¢ ab:
X =r¢.

Der Ortsvektor zum Stangenmittelpunkt ist:

[ x—rsiny
st = {r(1 - cos )
Ableiten ergibt die Geschwindigkeit:

. [(x—rfcosy
e ( r(psiny) )

Die kinetische Energie betragt

2
1mgenr” .o

1 )
Exin = EmSch(r(P)z + )

+ %mSt(rz¢2+r2¢2 —2r ¢ cos ) +

3 1 .
= (stm + Em5t> r¢?

2 202 2 i
+ 3m5tr P° — mgr” @ cos .

Die potentielle Energie hdngt nur vom Stab ab:

Epot = —1mgigr cos P

wenn das Nullniveau wieder in der Hohe des Scheiben-
mittelpunktes festgelegt wird. Die virtuelle Arbeit der

nicht konservativen Krafte

SW = —kp@dg

4 .
—msﬂ’zlP - msﬂ’z(ﬁ cos P + mggrsinyp = 0.

fithrt auf die verallgemeinerten Krafte

Qy =0.

Das kinetische Potential
L = Ein — Epot
3 1 .
= (stm + Em8t> re?

2 . .
+ gmsﬂ’zwz — mgyr* @i cos

+ mggr cos P

wird abgeleitet:

o _ (3 + gy | P2 — mgr 1 cos
9g — \2"Mseh H st ¢ — mgr-p cosyp,

dt odotg  \ 2 sch TS TG

— msr?( cos P + meyr*yp* sin g,

oL
ap
oL 4 .
w = ngtrzlp — mStrz(p COS 1/),
d oL 4 . .
&w = ngtrzlp — mStrz(p COSl/)
+ mStngi)t,b siny,
oL 2o si .
w = Mg @Y sin P — mggr siny,

und es folgen die Bewegungsgleichungen

3 . . .
(E Msch + mSt> r? ¢ —mggr i cos P+ mser** sinp+kpp =0,

4 ..
ngtrzw — mStngb cos P +mgigrsinp =0.

11.12 eee Beim abgebildeten Einzylindermotor wirkt
auf die Kolbenfliche die Druckkraft F(¢). Am Abtrieb
ist eine Schwungscheibe angebracht, die starr iiber die
Motorwelle mit der Kurbel verbunden ist, und an der
das Lastmoment My wirkt. Das Massentrdgheitsmoment
von Schwungscheibe, Motorwelle und Kurbel betrdgt zu-
sammen [;. Die Pleuelstange hat die Lange I, die Masse
mp und das Massentragheitsmoment [p beziiglich dem
Schwerpunkt, der in der Mitte des Pleuels liegt. Kreuz-
kopf und Zylinder haben zusammen die Masse n1zy).
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Hieraus ergeben sich die virtuellen Verschiebungen

i~
Zylind R? i §=
1; sin? ¢ '§
" r R =
8rpy = 7 cos PoQ, v
: :
6nyl = ( Rsm(p_ R_ SIH(pCOSq) ) E
1— B sin? (p o
12 g
ex sowie die Geschwindigkeiten
Geben Sie die Bewegungsgleichung an. “ Rsin g R%  sin (p cos @ 0
Plx — 7 ’
Resultat: 21 R sin <p
SW = —J1¢8¢ — Jppdtp — mpy (¥p1,x87p1 x + Fp1y87p1y) Fpry = g oS P,
— Mzy1X7y18x7y1 — FOxzy1 — Mo
R?> singcosg
=0 Xzy1 = Rsm(p—— [
\/1— 1—2 Sln (Y

Ausfiihrliche Lésung: Wir 16sen die Aufgabe mit dem ) .
Prinzip von d’Alembert in Lagrange’scher Fassung. For- und die Beschleunigungen

mal lautet dies in diesem Fall:

. " " " " . R? singcosg )
W = —J198¢ — Jppdh — mpy(¥p1 x87p1x + Pp1 4 O7ply) fpix = | —Rsing — T e ¢
¥ — V1 - Bsing
— mzylxzyl6x2yl — F‘Snyl — ML(S(p =0. I
) ] R2 cos? o — sin?
Aus der Geometrie folgt: + [ “Reosp— & cos” ¢ —sin” ¢
. 1— B sin?
Rsing =Isiny I P
und damit: B R_4 sin? ¢ cos? @ 9
203 R 3 ¢
R ( K sin” ¢)
sinyp = —sin g, R

\/ sin? 2 o2 o — sin2
z 47 n (—RCOS(p—R—COS @ —sin“ @

- R ) S
FrLy = 5 COS@P — = sinp¢r,
cosyP = sm @,
) R? i )
Xzyl = ( ) ¢

1 2 .
Fiir die Ortsvektoren gilt: 1- Ilz_z sin” ¢

_ (Rcos(p + = 2 cos 1l)> _R4 Sin2 q)COSZ @ ) 5

S sing P (\/%)3

R
(R cosg+ 2 sin §0> ’ Damit héngen alle Gréfen nur noch von ¢ ab und der
3sing gemeinsame Faktor ¢ kann ausgeklammert werden. Die
<R cos @ —|— Icos 1p> sich ergebende Bewegungsgleichung wird aufgrund de-
ren Komplexitdt hier nicht explizit angegeben.

Reosp+1 12 sin §D> 11.13 ee Beim sympathischen Pendel sind zwei identi-
sche mathematische Pendel iiber eine Feder miteinander
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verbunden. Die Pendel haben die Lange ! und die Mas-

se m. Die Feder ist jeweils in der Mitte der Pendelstangen
angebracht. Vertikal nach unten wirkt die Erdbeschleuni-

gung.
'g

Leiten Sie die nichtlinearen Bewegungsgleichungen mit-
hilfe der Lagrange’schen Gleichungen zweiter Art her.
Linearisieren Sie diese fiir ¢ < 1 und ¢ < 1.

Resultat: )
1

mlng +mgle + cZ((p —¥) =0,
5 cl?

ml“ + mglyp + Z(w—(p) =0.

Ausfiihrliche Lésung: Unter der Vorraussetzung, dass fiir
die Federverlangerung nur die horizontalen Verschiebun-
gen der Federenden beriicksichtigt werden miissen, gilt:

Al = é(sinq) —sing),

und die potentielle Energie betragt
cl .
Epot = —mg cos ¢ — mgcos P + EZ(SHHP —sing)

wenn wir das Nullniveau fiir das Schwerepotential in
Hohe der Lager festlegen. Da es sich um mathematische
Pendel handelt, erhalten wir fiir die kinetische Energie

m m .
Exin = 5(14’)2 + 5(11/))21

und somit das kinetische Potential

L = Eyjn — Epot
= TE(9? +§7) + mg(cos g + cos )
2

(]
27!

sin g — sin ¢)2.

Da keine nicht konservativen Anteile vorliegen, berech-
nen wir die Ableitungen

aL_ 2 .

a—q_)—ml(p,

d JL

——:ml2(p

dtd¢ ’

a—L——ml'n —ﬁ(— iny + sin @)
PP glsing — — siny +sin @),
oL .

w—mlw,

d JL "
——.:mlzlp,

dt oy

a—L——ml'n —f(in —sin @)
P glsiny 78 P —sing).

Daraus folgen dann die Bewegungsgleichungen

2
ml2p + mglsin ¢ + %(—simp—ksin(p) =0,

2
mlp + mglsin + % (sing —sing) = 0.

Fir kleine Winkel werden die Gleichungen linearisiert

und wir erhalten:

c2

i I
ml? @ + mgle + Z((p —9) =0,

P
mllp+mgl1p+4(1p ¢) =0.





