Aus Kapitel 10

Aufgaben

101 o Der Faden eines Jo-Jo wird festgehalten, wah-
rend das Jo-Jo nach unten beschleunigt.

Faden

3R

J\m

Wie grof3 ist die Beschleunigung des Schwerpunktes, wenn
der Radius der Walze, auf dem der Faden aufgewickelt ist,
R betragt und das Jo-Jo selbst als homogene Scheibe der
Masse m mit Radius 3R betrachtet werden kann?

Resultat:
2

xzﬁg

Ausfiihrliche Lésung: Wir fiihren eine Koordinate x verti-
kal nach unten und einen Drehwinkel ¢ so ein, dass

X =Rg¢
gilt. Mit der Tragheitskraft mX nach oben und dem Trag-
heitsmoment Js¢ entgegen der Drehrichtung folgt fiir die
Momentenbilanz um den Punkt A, an dem der Faden auf
die Spule auflduft:

Y My =0 = mgR — miR — Js.

Mit 9
_m 2_ 7 n2

Js = S OR = mR?,

¥=R¢
folgt das Endergebnis

o2
BT

10.2 e  Mithilfe des Energiesatzes bestimme man die

Winkelgeschwindigkeit eines Jo-Jos, das aus der Ruhe los-
gelassen wird, und sich um / nach unten bewegt.

Faden

3R
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Das Jo-Jo kann als homogene Scheibe mit Masse m und
Radius 3R betrachtet werden. Der Radius der Walze, auf
die der Faden aufgewickelt ist, betrdgt R.

o 4¢h
?=\V1r

Ausfiihrliche Lésung: Gemaf3 dem Energiesatz gilt:

Resultat:

Ekin,oben + Epot,oben = Ekin,unten + Epot,unter\

Fiir das Schwerepotenzial legen wir das Nullniveau an
den unteren Punkt. Damit folgt fiir die Energien:

E pot,unten = 0/

mo, Js.
Ekin,unten = Exz + 5([)2
m 9 11
LS Ry S R L e
7 (PR +gm R
Epot,oben = mgh,
Ekin,ober\ =0.

Eingesetzt erhalten wir:

mgh = 14—1mR2gb2
oder
. [ 4gh
"= Vure
10.3 ee Eine homogene Walze wird am oberen Punkt

bei A aus der Ruhe losgelassen und rollt auf einer kreis-
formigen Unterlage ab. Die Unterlage hat den Radius R,
die Walze den Radius r.

Bei welchem Winkel ¢ hebt die Walze von der Unterlage
ab?
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Resultat:

4
cos¢ ==, ¢=>5515°

7
Ausfiihrliche Lésung: Wir wenden zunichst den Energie-
satz an. Die Geschwindigkeit des Walzenschwerpunktes
betragt
vs = (R+7)¢.

Uber die Rollbedingung
(R+1)g = ri
ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit der Walze zu

R+7r |
@.

P =

Fiir das Schwerepotenzial legen wir das Nullniveau in
den Mittelpunkt der Unterlage, was zu den Energien

r

Epot,oben = (R + r)mg,

Ekin,ober\ =0,
Epot,unten = (R 4 1)mg cos @,
m 1mr? .
Ekin,ur\ter\ = Ev% + E T 2
m m 3
= E(R +1)%¢% + Z(R +1)%¢% = Zm(R+ r)2¢?

fiihrt. Eingesetzt in den Energiesatz liefert dies:

o 4g(1—cosg)
LA Y I R

Die Normalkraft zwischen Walze und Unterlage
N = mgcos ¢ — m(R +r)¢*
verschwindet beim Abheben, sodass

4¢(1 — cos ¢)
3(R+7)

erfiillt sein muss. Als Bedingung erhalten wir:

mgcos g = m(R+7)

cos ¢ = :
go - 7‘
Dies ist erfiillt fiir ¢ = 55,15°.

10.4 eee Zwei Bille werden wie abgebildet aus einer
Hohe h losgelassen.

Es gilt m; < my. Wir nehmen an, dass zundchst der untere
Ball auf die Unterlage stoit und dann nach dem Riick-
prall auf den zweiten Ball. Fiir beide Stofe liegt dieselbe
Stofizahl vor. Wie hoch steigt der zweite Ball, wenn die
Stofizahl fiir beide Stofle € =1 ist? Wie grofl muss die
Stof3zahl mindestens sein, dass der obere Ball mindestens
auf die urspriingliche Hohe steigt?

2
hos = (ml_?ﬂﬂz> I

Resultat:

mq + my

m
Ermin = 1/2+2m—;—1.

Ausfiihrliche Lésung: Die Geschwindigkeiten der Bille di-
rekt vor den Stoen ist v, = /2g¢h nach unten. Dies kann
leicht mit dem Energiesatz verifiziert werden. Zunéchst
stost Massenpunkt 2 gegen den Untergrund. Fiir die Stof-
zahl € = 1 gilt dabei v,,, = —vy. Dies bedeutet fiir den
zweiten Stof3:

U1,vor = Ou,

U2 yor = —Ou
Mit der Formel
_ M101,yor + M2UV2 yor — st(Ul,vor - UZ,vor)
OU1nach = 1y + 1y
folgt so
my — 37)’12
Ko} =
1nach my + my

Da mjy grofSer als my ist, bewegt sich der Ball 1 nach oben.
Anwenden des Energiesatzes liefert

2
my [ mp — 37)’12 P}
— | ————= | v =mgh
> ( "y + 1o u 18Mnach
oder nach Einsetzen von v,

my — 37)’12 2

hr\ach = h.
mq + my

Wenn my > my, dann gilt b, = 9h.

Wird der Rechengang fiir eine Stofizahl € # 1 durchge-
fihrt, so erhalten wir

U1,vor = Ou,
U2 vor = —&Uy,
Mg + mo(—evy) — emp(1+€)vy
Ulnach =

my + my
_my —mp(2e + %)

= -
mq + my



Damit die vorherige Hohe erreicht wird, muss 1 pach =
—0y gelten. Dies ist fiir

my — my (2 + €2)
mi + mp

=-1

oder
2my + my

my

2 4+ 2¢ — =0

erfiillt. Von den moglichen Losungen liegt die Losung
2my + myp my
in=—1+4/1+ ——F=,/2+2— -1
zwischen 0 und 1.

10.5 ee Zwei Entwiirfe von Windradern, ein zweiflii-
geliges und ein dreifliigeliches, sollen untersucht werden.

y yA

. Z/
[ ) ! [ ) -
X

=

Wie grofs sind die Massentragheitsmomente der zwei
Windréder beziiglich der Koordinatenachsen durch die
Nabe? Wie sehen die Tridgheitsmatrizen fiir diese Koor-
dinatenrichtungen aus? Die einzelnen Fliigel kénnen als
diinne Stabe der Masse m und der Linge | angenommen
werden.

Resultat: Entwurf 1:

ImP 0 0
I= 0 0 0
0 0 ZmP
Entwurf 2:
o0
= 12
I o 2 o0
0 0 mP
Ausfiihrliche Losung: Entwurf 1:
ml?
jxx =2—= Izz

3=
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Die Deviationsmomente sind null. Das Massentragheits-
moment J,, verschwindet ndherungsweise und wir erhal-

>
ten: =
I
2. 12
=% o o E
0 0 ZmP =
£
Beim Entwurf 2 erhalten wir §
c
ml? l m S
Jox = 3 + 2/ TSZ sin?30° ds s
0
_m? ml1P
T3 143
= %mlz,

Da die Deviationsmomente aufgrund der Symmetrie ver-
schwinden, ergibt sich die Tragheitsmatrix zu

w90
— 12
I=10 = o
0 0 mP
106 o Beim abgebildeten Jo-Jo wird der Faden nach
oben bewegt.
Faden
3R
B
D~ m

Wie grofi muss die Kraft im Faden des Jo-Jos sein, damit
sich der Schwerpunkt nicht bewegt? Wie grofs ist dann
die Winkelbeschleunigung? Das Jo-Jo kann als homogene
Scheibe mit Masse m und Radius 3R betrachtet werden.
Der Radius der Walze, auf die der Faden aufgewickelt ist,
betragt r. Wie grof3 ist die Kraft im Faden, wenn der Faden
nicht nach oben gezogen wird, sondern nur festgehalten
wird?
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Aufgaben Kap. 10
Resultat: Schwerpunkt fix:
F =mg
Faden festgehalten:

B 9R?
F=msa ore

Ausfiihrliche Lésung: Wenn der Schwerpunkt sich nicht
bewegt, dann ist dessen Beschleunigung null und es gilt
F = mg. Dabei muss aber der Faden mit zunehmender Ge-
schwindigkeit nach oben gezogen werden.

Wenn der Faden nur festgehalten wird, dann muss zu-
ndchst die Schwerpunktsbeschleunigung bestimmt wer-
den. Eine Momentenbilanz dhnlich wie in Aufgabe 10.1
fithrt auf

.. 9 2555
— — —mR*—= =0
mgr — mris 2m .
und damit
Xg = 8
9R2
1 W

Die Kraft im Faden folgt aus einer Kréftebilanz

9R?

F = mg —mig = mg—zr2 ToRE

Fiir den Sonderfall » = R ist die Fadenkraft F = %mg.

10.7 o Der Faden des Jo-Jos wird festgehalten. Der
Schwerpunkt bewegt sich momentan mit der Geschwin-
digkeit v nach oben.

Faden

3R

Wie hoch steigt das Jo-Jo bis es zur Ruhe kommt?
Resultat:
9R? ) v?

1
h=(z+—)—
(2 T g
Ausfiihrliche Losung: Wenn wir das Nullniveau an den
unteren Punkt legen, dann folgt aus dem Energiesatz

Ekin,unten = Epot,oben .

Mit den Energien

Js
Ekin,unten = EUZ + sz

s (3

=m 1+9R2 v?
a 2 42 !

Epot,oben = mgh

ergibt sich:
he (L 9R?\ v?
S \2 47 ) g
10.8 ee Ein Auto (Masse m, Massentragheitsmoment

Js um eine Achse senkrecht durch den Schwerpunkt S)
soll wahrend einer Kurvenfahrt (Radius R) von der Ge-
schwindigkeit v auf die Geschwindigkeit v, beschleunigt
werden. Wie grofs muss die Leistung des Autos sein,
wenn dies wiahrend der Zeit T erfolgen soll?

Resultat: )

_1 Js\ v3— v
P_2<m+R2> T

Ausfiihrliche Lésung: Die Kinetische Energie des Autos
betragt

1 1
Ekin = Emvz + E]S(UZ

wobei die Winkelgeschwindigkeit sich aus

we?
R
berechnet. Dies ergibt fiir die Zunahme an kinetischer
Energie:

1 s
AEyin = 5 (m + ﬁ) (v3 —0})

und damit fiir die mittlere Leistung

_ AL, 1 v —v2

P == m—|—j—s 2.
T 2 R2 T

10.9 eee Das abgebildete System dient als Modell ei-
nes Uberkopfpendels. Es besteht aus einem Wagen, der
sich horizontal bewegt und der mit einer Kraft F ange-
trieben wird. An ihm ist ein diinner Stab der Lange [ und
Masse mg drehbar angebracht. Der Wagen selbst hat die
Masse my . Zwischen Stab und Wagen ist ein Drehddamp-
fer mit der Ddmpferkonstanten kp angebracht.



Die Koordinaten zur Beschreibung des Systems sind die
Verschiebung x fiir den Wagen und der Winkel ¢ zwi-
schen der Vertikalen und dem Stab. Wie lauten die zwei
Bewegungsgleichungen fiir die Bewegung von Wagen
und Stab?

Resultat: | l
(mg + mw)X + msigbcos ¢ — msigbz sing = F(t),

1 5. l . . I .
gmsl (P+ms§ cos pX +kp¢ — msg sing = 0.

Ausfiihrliche Lésung: Um entsprechende Tragheitskrifte
einfiihren zu konnen, bestimmen wir zunichst die Be-
schleunigung von S; durch Ableiten des Ortsvektors:

I -
(1120
2
= (V).
—3¢sing
]
—5{sing — 5¢° cos ¢

Wenn wir den Wagen im Sinne d’Alemberts freischnei-
den, treten neben den Gelenkkriften noch die Tragheits-
kraft mwX in negative Richtung auf. Da nur die Bewe-
gungsgleichungen interessieren, reicht es, die Kréftebi-
lanz in horizontaler Richtung zu bilden:

Y Fx =0=F(t) + Gx — myi

Diese beinhaltet allerdings noch die Gelenkkraft G,. Um
sie zu bestimmen, wird der Stab ebenfalls im Sinne
d’Alembert’s freigeschnitten und sdmtliche Tragheitswir-
kungen eingetragen. Eine Kriftebilanz in horizontaler
Richtung und eine Momentenbilanz um den Gelenkpunkt
(da dann die unbekannten Gelenkkréfte nicht in der Glei-
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chung auftreten) ergeben:

Y Fe= —ms(¥+ spcosp— 5¢?sing) — Ge =0,
Y Mg =Js,¢ +kpo

l . L Ly
+mszcosg0(x+ SPcosy— 5@ sin @)

I . L. . L.y
—mS§s1n(p(—§(p51n(p—§go cos @)

l
—msgy sing =0
Nach Elimination von Gy und Umformung der Momen-

tenbilanz mit Js, = mgl?/12 erhalten wir die Bewegungs-
gleichungen

(mg + mw )X + ms%(pcos ¢ — mségbz sing = F(#),
%mslch + msé cos pX +kp¢p — msgé sing = 0.

Wenn nicht nur die Bewegungsgleichungen bestimmt
werden sollen, sondern auch die Zwangskréfte in den Ré-
dern und im Gelenk, dann miissen auch die restlichen
Kréfte- und Momentenbilanzen aufgestellt werden.

10.10 ee Eine Billardkugel stofit ohne sich zu drehen
unter einem Winkel von 30° auf eine zweite Billardkugel
gleicher Masse. Der Stof verlauft glatt.

Wie grofs sind die Geschwindigkeitskomponenten der
Kugeln nach dem Stof3?

Resultat: /3
1 3
U1xnach = §(5 - 38)01/ Uly,nach = _(1 + E)?”()l,
3 V3
U2x,nach = g(l + &)y, U2y,nach = ?(1 +€)vy.

Ausfiihrliche Losung: Um den Stof8 zu beschreiben fiih-
ren wir zundchst die Koordinatenrichtungen x” und i’ in
Richtung der Stoinormalen und senkrecht dazu ein. Da
der Stofs glatt ist, andern sich die Geschwindigkeitsantei-
le in Richtung von i’ nicht:

U1y’ nach = Y1y ,vors

U2y/ nach = 92y vor

5
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woraus mit vy, yor = —018in30° = —0v1/2 und vy yor =
0 direkt folgt:

vly/,nach: 5

va',nach =0.
Fiir den Stof in x’-Richtung kénnen wir die Formeln

M1y yor T M2UV2y! yor — st(le’,vor - va’,vor)

OU1x' nach = ’

mq + mop
M0y vor + MUyt yor + €M1 (le’,vor - va’,vor)
U2y nach =
mq + mop
woraus mit my =my =m, Vi o =0v1c0830° und

Upy vor = 0 die Geschwindigkeiten

(1 —¢)cos30°y,

OU1x' nach =

— N =

U2x/ nach = E (1 + 8) c0s 30°v1

folgen. Die Geschwindigkeiten in x- und y-Richtung be-
rechnen sich daraus zu
o : o
U1xnach = Y1y’ nach €05 307 — U1y’ nach S 307,
V1y,nach = V1x/nach SIN30° + U1y nach €08 30°,
U2x,nach = U2x/,nach €OS 30° — U2y nach sin 30°,

. o o
U2y nach = V2x/ nach SN 307 + U2y nach €OS 30

und damit wegen sin30° = 1/2 und cos30° = V3/2 zu:

1
OUlxnach = g (5 - 38)01/
3
Ulynach = —(1+ 8)?01,
3
U2xnach = g (1 + 8)”()1,
V3
U2y,nach = ?(1 =+ S)Ul-

10.11 eee Ein Massenpunkt m stofst mit der Geschwin-
digkeit v mittig auf eine Platte (Masse M, Massentrag-
heitsmoment Js beziiglich des Schwerpunktes). Ein Ende
der Platte wird so gefiihrt, dass es sich nur vertikal bewe-
gen kann. Der Stof8 verlduft glatt.

Wie grofs sind die Geschwindigkeit von Massenpunkt
und Plattenschwerpunkt sowie die Winkelgeschwindig-
keit der Platte nach dem Stof? Was ergibt sich fiir die
Grenzfille vollplastischer oder vollelastischer Stofs?

Resultat:
B 5m—|—4eMv B 5(1+s)mv
mT S —aM MY T B —aM
(1+¢e)m 6(1+¢€)m
Vamy = ~———— =_——— "
My = S aM (5m —4M) *

Ausfiihrliche Lésung: Das Massentrdgheitsmoment be-
rechnet sich aus

Js = /(X2 +y7) dm

m
mit M
dm = = dx dy.
Dies fiihrt auf
a/2 a/2
Js = // // (x2+y2)2—gdxdy: %Maz.
—a/2—a/2

Als stofirelevante Krifte treten die Kraft N7 zwischen dem
Massenpunkt und der Platte und die Normalkraft Nj in
der Fithrung auf. Die Impulsbilanzen fiir die Platte lau-
ten:

/ (N1 + N2 c0s45%) df = MVirs,
/ (=N, sin45°) dt = MVyy,
/Nz%\/zdt :jswE

und fiir den Massenpunkt

/(—Nl) dt = m(Van — 0).



Dabei wurden die Geschwindigkeiten nach dem Stof mit
grofien Buchstaben gekennzeichnet und die Winkelge-
schwindigkeit der Platte nach dem Stoff mit wg. Hinzu
kommt die Bedingung, dass die Geschwindigkeit am La-
ger in horizontaler Richtung verschwinden muss:

a

G

—VMy cos 45° + Vi, sin45° — wg =0

oder:
—Vmy + VMy —wga = 0.

Zusatzlich folgt fiir die Stofizahl:

me - VMX
0

e=—

Dies sind insgesamt 6 Gleichungen fiir die Unbekannten
Vinx, Vax, Vamy, wg, Ni und Np. Nach Auflosung dieses
Gleichungssystems erhalten wir:

_ 5m —|—4st
5m —4M 7

_5(1+ s)mv
5m—4M '
1+¢e)m

Vmy = 5(m—t iMU'

6(1+¢e)m

(5m — 4M) "

Vi

VMx

10.12 ee Mithilfe eines ballistischen Pendels soll die
Geschwindigkeit eines Geschosses bestimmt werden. Da-
zu wird das Geschofs auf das Pendel geschossen und
bleibt dort stecken.

Das Pendel hat die Masse M und den Schwerpunkt in S.
Der Schwerpunkt hat den Abstand / vom Lager, das Ge-
schofs trifft das Pendel im Abstand b vom Lager. Nach
dem Stof3 schwingt das Pendel, dessen Dampfung ver-
nachldssigt werden kann, bis zum Winkel ¢ = ¢q. Wie
grofs ist die Geschwindigkeit v des Geschosses vor dem
Stof3 bei gemessenem ¢(?

Po N\
b 2 AN NN
B s 2
mo |
L,
—_—

Aufgaben Kap. 10 7

Resultat:

_ [ 2(Mgl + mogb) (1 — cos ¢o) (Js + MI> + mob?)
m3b?
Ausfiihrliche Lésung: Die Impulsbilanzen fiir das Ge-

schoss in horizontaler Richtung und fiir die Drehung des
Pendels um das Lager sind durch

/(—F)dt — mo(Ve — v),

/ Fbdt = (Js + MP)wg

=
=
©
=
[
(<))
=
0]
=
[543
o2
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=
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gegeben. Da ein plastischer Stof3 vorliegt, gilt zusatzlich
VE = wEb
Elimination von F ergibt

Wlob

YE = 1T ME £ mgh2

Nach dem Stof3 gilt der Energiesatz. Dazu legen wir das
Nullniveau in den Punkt, an dem sich der Schwerpunkt
bei ¢ = 0 befindet. Somit erhalten wir die Energien

1
Exing = E(Is + MP + mob?)wg,
Epot,l =0,
Exin2 =0,
Epot2 = MgI(1 — cos ¢g) + mogb(1 — cos @p).

Der Energiesatz liefert damit

Lm0 o el mogh)(1 )
2Js + M2 4 mop? 8T 8N T eosg0).

Aufgeldst nach v ergibt dies
\/ 2
0 =

10.13 ee FEin Auto (Masse m) stofst mit der Geschwin-
digkeit v auf ein stehendes Auto (Masse ), wobei der
Stof3 plastisch verlduft. Wie grof8 ist die Stofikraft wah-
rend des Stof3es, wenn diese als konstant tiber die Stof3zeit
angenommen wird und die Knautschzone von beiden
Autos zusammen sk betrdgt? Vergleichen Sie die Wer-
te, die sich ergeben fiir v = 50km/h, m; = 1000kg, m, =
1200kg und sk = 0,2m, beziehungsweise sx = 1m.

(Mgl + mogb) (1 — cos ¢o) (Js + MI? + mgb?)
m%b2

Resultat: Knautschzone sx = 0,2m: F = 263kN
Knautschzone sk = 1m: F = 52,6 kN
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Ausfiihrliche Lésung: Aufgrund des plastischen Stofies
gilt

)
% mo = (ml + mz)VE
§ und damit m
® Vg=—1—0.
% my + mp
g Mit der Kraft F wahrend des Stofles ergeben sich die Be-
g. schleunigungen -
= ap = _m_lr

a»r = i

2=

Die Geschwindigkeitsdifferenz von Wagen 1 betragt

m

m
Ayy=—21 pp=——"2_
my + my

v = mAt
my + my
woraus sich die Stofidauer At bestimmen lasst:

Ap— mam2 1
mq + mp F

Die wirend der StofSzeit zuriickgelegten Wege berechnen
sich zu:

51

AR + oAt
2
F myimy 2 mimy
= (——— ) v+ —=—v
2my ((ml +m2)F) (my +my)F
_ mimy +mym3 /2 f
- (m1 + m2)2 F’

112 2
—At
2

52

_i( miniy )vz
_27112 (mq 4+ mp)F

mimy /2 v?
(m1 +my)* F
Die Differenz entspricht der Knautschzone
SK =851 =52

was auf

; (m%mz—kmlm%/Z) v? mimy /2 v?
K= R

(my +mg)? F  (my+my)* F
myms o2 m3ny 2

2(7111 + ﬂ’lz)z F

und damit

fithrt. Mit den angegebenen Zahlenwerten ergibt sich fiir
sg = 0,2m eine Kraft von 263kN und eine Beschleuni-
gung von —263m/s? oder ca. —26,3¢ fiir Wagen 1 und
eine Beschleunigung von 219 m/s? oder ca. 21,9¢ fiir Wa-
gen 2 ergibt. Im Falle der Knautschzone sx = 1 m betragt
die Kraft 52,6 kN und es ergeben sich Beschleunigungen
von 52,6m/s? oder ca. 53¢ fiir Wagen 1 und 43,8 m/s?
oder ca. 4,4¢ fiir Wagen 2. Daraus sehen wir, wie wichtig
eine grofie Knautschzone ist.

10.14 ee Ein hantelférmiger Korper stofit wie abge-
bildet im Abstand ! vom Schwerpunkt auf eine glatte
Unterlage.

m,Js

-

Wie grofs sind Schwerpunktsgeschwindigkeit und Win-
kelgeschwindigkeit nach dem Stof3, wenn sich die Hantel
vor dem Stofs mit der Geschwindigkeit v ohne sich zu dre-
hen bewegt. Die Stofizahl fiir den Stofs ist mit ¢ gegeben.
Die Hantel hat die Masse m und das Massentrégheitsmo-
ment /g beziiglich dem Schwerpunkt.

Resultat:
Im(1+e)
= 7{][
ml? +Js
2 _
_ml 8]50
ml? +Js
Ausfiihrliche Lésung: Die Impulsbilanzen fiir die Hantel
ergeben sich zu (Geschwindigkeiten und Kafte nach un-
ten und die Winkelgeschwindigkeit entgegen dem Uhr-
zeigersinn werden positiv angenommen):

Hinzu kommt die Stofizahlgleichung

V-0l
&= — .
v

Nach Elimination des Kraftintegrals folgt daraus:

JsQ = —Im(V —v),
V=—ev+ Ol



Auflosen des Gleichungssystems ergibt:

_Im(1+e¢)
T et
~ml? —¢]s
T By

10.15 e e e Beim Sprengen eines Kamins kann angenom-
men werden, dass er sich nach der Sprengung wie ein Stab
um sein unteres Ende bewegt.

umstiirzender Kamin

Aufgaben Kap. 10

An welcher Stelle entlang des Kamins ist das Biegemo-
ment am grofiten, so dass er an dieser Stelle eventuell
brechen wird? Der Kamin kann als homogener Stab der
Léange | und Masse m angenommen werden.

1

Resultat: x = 5

Ausfiihrliche Losung: Zunichst wird der Kamin als Gan-
zes betrachtet, um die Winkelbeschleunigung zu bestim-
men. Eine Momentenbilanz um den Lagerpunkt des Ka-
mins ergibt

!
mgs sing —Ja¢p =0
mit J4 = ml?/3. Dies fithrt auf:

¢ = ?;—‘3 sin ¢.

Als néchstes fithren wir die Koordinaten x und ¢ entlang
des Kamins ein. Beide haben ihren Ursprung am Bo-
den. Wir vernachlédssigen die Fliehkréfte in Langsrichtung
des Kamins, da nur das Biegemoment interessiert (wenn
die Fliehkrafte ebenfalls beriicksichtigt werden, wird der
Bruch an einer Stelle auftreten, die weiter aufen liegt als
die in dieser Aufgabe berechnete). Wir schneiden den Ka-
min an der Stelle x frei und tragen die Streckenlasten ent-
lang des freigeschnittenen Teils infolge der Gewichtskraft
und infolge der Beschleunigung ein. Die Gewichtskraft
wirkt vertikal nach unten, die Tragheitskraft aufgrund der
tangentialen Beschleunigung steht senkrecht auf der Ka-
minachse. Fiir das Biegemoment folgt so:

=
N—
|
B _
1Y)
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I
™
I
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—~|3
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=}
-
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™
I
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S~—
Q.
(Y

Das Biegemoment wird maximal bei
1 3
P x4 =x% =
1 xl+ i 0

oder A .
2 % 12 _
x 3xl—i—3l 0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind:
2 1

=1+l

X1,2 3t =3"

und wir sehen, dass im Kamin das maximale Biegemo-
ment bei x = [/3 auftritt.
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Aufgaben Kap. 10

10.16 ee Ein Frisbee ist eine Jahrmarktattraktion, bei

der sich eine Stange der Lange [ dhnlich einem Pendel um
eine horizontale Achse dreht. Am Ende der Stange ist ei-
ne Scheibe mit Radius R angebracht, die sich beziiglich
der Stange um deren Langsachse mit der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit ws dreht. Der Verdrehwinkel ¢ der
Stange ist wie bei einem Pendel von der Zeit abhangig.

Die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleuni-
gung des Frisbees wurden zu

WE = Qe + wsey,

ap = ey — pwsey

bestimmt. Wie grof3 sind die Momente im Lager der Schei-

be, wenn die Tragheitsmatrix des Frisbees aufgrund der

Symmetrie beziiglich nicht korperfester x'y’z’-Achsen mit

A 0 0
I=10 A 0
0 0 B

gegeben ist.

Resultat:

M = Agey — Bowse,

Ausfiihrliche Lésung: Da die Winkelgeschwindigkeit im
nicht kérperfesten gestrichenen Koordinatensystem gege-
ben ist und die Tagheitsmatrix in diesem Bezugssystem
angegeben ist, konnen wir die Koordinaten des Drall ein-
fach durch eine Matrizenmultiplikation bestimmen:

Ly A 0 0\ [¢ A¢
Ly]=10 A 0 0)={( 0 |.
LZ/ 0 0 B ws B(US

Der Drallvektor hat deshalb die Form:
L = A¢ge, + Bwse,

Das Moment im Lager (Schwerpunkt der Scheibe) ergibt
sich durch Ableiten des Dralls im Inertialsystem:

far
dt
!

:E—FW/XL

M =

Hierbei ist zu beachten, dass das gestrichene Koordina-
tensystem sich nur mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ um
die x’-Achse dreht und somit w’ = ¢e, gilt. Da zudem ws
konstant ist, folgt

M = Age, — B(pwsey/

als Ergebnis.

10.17 ee Eine Rakete (Masse m = 50t) soll beim Start
mit a = 20m/s? im Schwerefeld der Erde (¢ = 10m/s?)
beschleunigt werden. Wie grofs muss der Massenstrom
u sein, damit diese Beschleunigung erreicht wird, wenn

die Austrittsgeschwindigkeit der Gase aus der Diise vp =
5000m/s betragt?

Resultat: = 300kg/s



Ausfiihrliche Losung: Sowohl der Massenstrom wie auch
die Relativgeschwindigkeit sind negativ. Fiir die Rakete
gilt deshalb

ma + mg = Uup.

Umgeformt folgt:

ma + mg
Up !

sodass sich mit den angegebenen Zahlenwerten u =
300kg/s ergibt.

10.18 ee Eine Hantel besteht aus zwei Kugeln und
einer Verbindungsstange. Die Massen und die Abmessun-
gen sind im Bild angegeben. Wie grof3 ist das Massentrag-
heitsmoment um eine Achse, die durch den Mittelpunkt
der Stange geht und senkrecht zu dieser steht?

R m < > R
.
2
Sm | 5m

Resultat:

Aufgaben Kap. 10

Ausfiihrliche Lésung: Das Massentragheitsmoment der
Hantel setzt sich aus dem Massentrdgheitsmoment der
Stange und den Massentrdgheitsmomenten der Kugeln
zusammen, wobei fiir die Kugeln jeweils die Steiner’sche
Ergénzung beriicksichtigt werden muss. Fiir eine Achse
durch den Schwerpunkt senkrecht zur Hantelachse gilt
deshalb

Mmeat, 12 2
Js = % ZmKugelgR%(ugel + 2mKugela2
mit
I =4R,
RKugel =R,
MStange = M,
MKugel = 5m,
a=3R.
Eingesetzt ergibt dies
4R? 4
Js = m3 +2(2mR?* + 45mR?) = <5 +94> mR?
286
= ——mR>.
3 m

Es ist leicht zu erkennen, dass der Grof3teil aus der Stei-
ner’schen Ergdnzung der Kugeln resultiert.
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