Aus Kapitel 22

Aufgaben
22.1 ee Kraft auf eine schrige, ebene Klappe
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Der Auslass aus einem grofien, mit Fliissigkeit der Dich-
te p gefiillten Behélter ist durch eine elliptische Platte
verschlossen (siehe Abbildung). Uber das Gewicht der
Platte kann der Fliissigkeitsstand & iiber der Mitte des
Auslasses eingestellt werden. Die Platte steht im Winkel
von 45° (« = 135°) zum kreisformigen Auslaufrohr des
Durchmessers dj. Die Platte ist am oberen Punkt A dreh-
bar gelagert und dichtet das Rohr iiber ihr Eigengewicht
G ab.

Geg.: d1,g,p,po Variabel: h,z bzw. s

1. Ermitteln Sie die beiden Halbachsen a und b der ellip-
tischen Platte und das Flachentragheitsmoment um die
Schwerachse x. in Funktion von dj.

2. Bestimmen Sie die resultierende Kraft auf die Plat-
te und den Angriffspunkt dieser Kraft zp und sp in
Abhéngigkeit von der variablen Fiillhdhe / und das
notwendige Gewicht G der Platte, damit sie ab einer
Fiillhdhe himayx offnet.

Hinweis: Verwenden Sie die Wandkoordinate s, um die
Flachenmomente zu berechnen. Das Flachentrédgheitsmo-
ment einer Ellipse mit den Halbachsen 4,b um x, (siehe
Abbildung) ist:

3
ta’h
Jr. =
Resultat:
1 d2
= hl14+ =21
ZD < + 16 h2> ,
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Ausfiihrliche Lésung: 5
£
1. Kleine und grofle Halbachse werden aus der Geometrie 0
ermittelt, damit wird ], bestimmt: =
_ dq V2 P
2cos (45°) 2
1
b=-d
501
™2 4
Jre = =35

2. Die Druckverteilung des resultierenden Fliissigkeits-
druckes (ohne den von allen Seiten wirkenden Druck
der Luft) ist nach (22.8) mit zg = 0:

p—Po = —P8z

Die resultierende Gesamtkraft auf die Klappe (die
senkrecht auf dieser angreift) ist nach (22.10) gleich
dem Druck im Flachenschwerpunkt (z. = —h) mal der
Flache A = rtab der Klappe:

Fres = (_n) (Pc - PO)A = —npghrab,
Fres = —npghn%d%.

Zur Bestimmung des Kraftangriffspunktes wird die
Koordinate z in die Koordinate s iiber (22.9) umgerech-
net:

1
z = —ssing = —E\/Es.

Die Lage des Schwerpunktes im s-System ist daher:

Se = —\/EzC =/2h.

Die Lage des Kraftangriffspunktes wird aus (22.11)
bzw. (22.12) und (22.13) bzw. (22.14) bestimmt:

_ Jre T d%
SD = St SA V2hi+ 32 hmab’

SD = Sc+e=2h 1+lﬁ
D=2 o™ 1612 )"

Im z-System liegt der Kraftangriffspunkt daher bei:

1d2
ZD——h<1+Eh—2>.
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Die resultierende Kraft versucht durch das Drehmo-
ment in Bezug auf den Punkt A, die Klappe zu 6ffnen.
Das 6ffnende Moment My = Fres(a + e) ist:

V2 5 (V2 14}
Ml—pghn—d —d1+\/_h16h2
M; —pghnzd1 <1+§?>

Das schlieSende Moment des Gewichtes der Klappe M,
ist:
My = G2,

Das gesuchte Gewicht der Klappe, damit diese bei der
Fiillhohe hmax Offnet, ist daher:

T d
G= pgid% <hmax + gl) .

2.2 eee Kraftauf ein walzenférmiges Wehr

hoher Wasserstand |

.4

<m0t

p |n

1 Po
N~ ..
niedriger Wasserstand | 0 | Mauerlinie

T Mauer

Ein Stauwehr der Breite b wird durch eine horizontale,
zylinderférmige Walze mit dem Radius R gebildet, die
so gelagert ist, dass sie vertikal frei beweglich ist, ho-
rizontal jedoch durch die Fiithrung gehalten wird (siehe
Abbildung). Die Walze liegt auf der Mauerlinie auf und
dichtet Wasser (Dichte p) alleine durch ihre Gewichtskraft
ab. Der Wasserstand /1 oberhalb der Mauerlinie kann ma-

X

imal zwischen 0 und 2R variieren. Die Walze hat die

Masse m.

Geg.: R,b,g,m, p,po Variabel: h bzw. ¢

1.
2.

3.

Bestimmen Sie die resultierende Dichtkraft Fp.

Bei welchem Winkel ¢ wird die Auflagekraft im allge-
meinen Fall minimal?

Auf welche horizontale Kraft Fy muss das Lager min-
destens ausgelegt sein?

. In welcher Tiefe |zp| liegt die Wirkungslinie dieser Ho-
rizontalkraft?

Resultat:

R? ,
Fp = mg — pgVg = mg — pgb—- (¢ —singcos ¢),
Frmax = 20¢R?b,
2

h
tg =3k

Je
|z¢ |hb 2

| =

|zp| = |ze| + —7=

Ausfiihrliche Lésung:

1. Zur Berechnung der Dichtkraft miissen wir von der

Gewichtskraft Fg = mg den Auftrieb Fp des nur teil-

weise eingetauchten Korpers abziehen, Fp = Fg — Fa.

Fir den Auftriebsanteil der Kraft verwenden wir die

Methode des vollstindig eingetauchten Ersatzkorpers.

Dieser wird gebildet durch:

= den von der Fliissigkeit benetzten Teil der Wand,

= die gegebenenfalls verlingerte Wasseroberfliche
(d. h. die Ebene z = 0),

= die Fliche, die entsteht, wenn von jedem Randpunkt
der benetzten Fldche eine zur Oberfldche senkrechte
Linie bis zur Ebene z = 0 gezogen wird.

Der Querschnitt des mit dieser Vorschrift erzeugten,

vollstandig eingetauchten Ersatzkorpers ist in der Ab-

bildung skizziert. Das Volumen dieses Korpers ist:

(9 2 1o
VE_b< nnR 2R sm(pcosq)).

Der Winkel ¢ ist hier als Parameter im Bogenmafs ein-
zusetzen. Wegen des Vorzeichenwechsels des cos bei
@ > /2 gilt diese Gleichung im gesamten Wertebe-
reich 0 < ¢ < 7, denn das Dreieck wird fiir ¢ > 71/2
nicht mehr abgezogen, sondern addiert. Die resultie-
rende Auflagekraft (= Dichtkraft) ist daher:

R? ,
Fp = mg — pgVg = mg — pgb7 (¢ —singcos @) .

. Der Winkel ¢ und der Wasserstand / hangen durch fol-

gende Beziehung voneinander ab:
h=R(1—cosg).

Es wire allerdings nicht sehr praktisch, den Parame-
ter ¢ in allen Gleichungen durch & zu ersetzen, deswe-
gen lassen wir das Ergebnis so stehen. Die minimale
Dichtkraft wird genau dann erreicht, wenn der Auf-
triebsanteil (also V) maximal wird, was offensichtlich
bei ¢ = 7t der Fall ist, im allgemeinen Fall miissen wir
aber zur Beantwortung derartiger Fragen eine Extrem-
wertbetrachtung durchfiihren. Hierzu leiten wir die
Dichtkraft Fp nach ¢ ab und setzen die Ableitung Null:

9Fp

39 —pgb— (1 — cos? ¢ + sin (p) =0

& sin? ¢ = 0.

Im betrachteten Wertebereich gilt dies fiir ¢ = 0 (maxi-
male Dichtkraft) und ¢ = 7 (minimale Dichtkraft).



3. Zur Bestimmung der Seitendruckkraft, die auf das La-
ger wirkt, betrachten wir nur die in horizontale Rich-
tung projizierte, vom Wasser benetzte Flache. Sie ist
ein Rechteck der Hohe i und der Breite b (FITM ], =
bh3/ 12), mit dem Flachenschwerpunkt bei z. = —h/2.
Die Seitendruckkraft F, auf das Lager ist daher:

2
Fy = pgghb = pgRTb (1—cos ¢)?.
Sie wird maximal, wenn der Wasserstand maximal, al-
so ¢ = 7ist:

Fymax = ZpgRZb.

4. Die Wirkungslinie der Seitendruckkraft liegt in der Tie-
fe:

- ok k2
ool =zl + 2 =2 75 = 3"

denn die projizierte Flache des benetzten Teils der Wal-
ze ist ein Rechteck mit |z| = s.

22.3

ee Inkompressible Stromung in einer Diise

Wir betrachten die Stromung in einer rotationssymme-
trischen Diise, also einer Querschnittsverengung (siehe
Abbildung). Die Innenkontur der Diise sei gut gerundet,
sodass die Stromung im betrachteten Bereich nahezu rei-
bungsfrei ist. Diese Annahme ist fiir Diisen auch in der
Realitdt meist gerechtfertigt, denn auf kurzem Weg stark
beschleunigte Stromungen sind bei entsprechender Kon-
tur der Diise tatsachlich praktisch verlustfrei. Die Diise sei
horizontal gerichtet.

Po

Freistrahl

P> Ay, iy

In der Diise kurz vor der Verengung herrscht der Druck
p1. Nach der Diise tritt der Strahl als Freistrahl in die um-
gebende Luft (Druck py) aus.

1. Wie grof8 ist bei gegebenem Druck p; > pg der Volu-
menstrom V?

2. Wie grofs ist die Austrittsgeschwindigkeit des Strahls
aus der Diise uy?

b — 2(p1—po) A
2 o AZ_ a2
1 2

Resultat:

Aufgaben Kap. 22

Ausfiihrliche Lésung:

1. Wir betrachten die mittlere Stromlinie und die bei-
den Punkte 1 (kurz vor Beginn der Verengung) und
2 (kurz nach dem Austritt aus der Diise). Wegen der
Reibungsfreiheit sei die Stromung auch homogen, d. h.,
im gesamten Querschnitt Ay bzw. A; ist die Geschwin-
digkeit konstant u; bzw. u,. Die Kontinuitétsgleichung
(22.18) lautet dann:

V = M1A1 = MzAz.

Aus der reibungsfreien Bernoulli’schen Gleichung
(Apy = 0) erhalten wir fiir die horizontale Diise (z1 =
22)2

P P
2 2
Der Druck p; ist gleich dem Luftdruck po. Hétte der
Strahl einen anderen Druck, wiirde er entweder ,auf-
platzen” oder ,einschniiren”, denn eine Druckdiffe-
renz zur umgebenden Luft wiirde den Strahl quer zur
Hauptrichtung beschleunigen. Wenn dies nicht zu be-
obachten ist, ist der Strahl zwangslaufig auf dem Druck
po- Die Geschwindigkeiten in der Bernoulli’schen Glei-
chung ersetzen wir durch den Volumenstrom und 16-
sen nach diesem auf:

p1tSut =p2+ 515

Lev:_ eV
N T,
Y Al — A3

2. Die Austrittsgeschwindigkeit 1, des Strahls ist also:

0 — 2= po) A7
2 o AZ_AZ
1 2

Allgemeine Hinweise fiir die folgenden Aufgaben: Mit-
hilfe des Impuls- und Drehimpulssatzes konnen bei kor-
rekter Anwendung nicht nur ndherungsweise Krifte und
Momente bestimmt werden, sondern selbst bei komplexen
Systemen in vielen Féllen sogar exakte Losungen. Schliis-
selfunktion besitzt die geschickte Wahl der jeweils betrach-
teten Kontrollvolumina und eine systematische Losungs-
strategie. Wie in allen Fallen gilt: , Ubung macht den Meis-
ter”. Bearbeiten Sie daher die folgenden Ubungsaufgaben
ohne die dargestellte Losung zu verwenden. Auch durch
Wahl eines anderen Kontrollvolumens kann bei der glei-
chen Aufgabe der Losungsweg geiibt werden, mit dem
Vorteil, dass das Ergebnis zur Kontrolle bereits bekannt ist.

Zur systematischen Losung von Impulssatz- (und Dreh-
impulssatz-) Aufgaben geben die beiden Ubersichtskésten
,Impuls- und Drehimpulssatzaufgaben 16sen — mit Sys-
tem” und ,,Wahl des Kontrollvolumens KV* eine bei aus-
reichender Kenntnis aller Randbedingungen immer funk-
tionierende Losungsstrategie vor. Lesen Sie diese Kéasten
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unbedingt durch, bevor Sie die folgenden Beispiele durch-
arbeiten.

22.4 e e e Kraft auf einen Strahlablenker

Die Spitze einer Schneide taucht senkrecht in einen ebe-
nen Freistrahl der Hohe /1 (in der Abbildung senkrecht
zur Zeichenebene) ein und lenkt einen Teil des Strahls
(2) senkrecht in y-Richtung um. Es wird der Zeitpunkt
betrachtet, in dem die Schneide den Strahl gerade im Ver-
héltnis 1 : 2 teilt. Die skizzierte Trennstromlinie ist dann
gleichzeitig Staustromlinie zum Staupunkt in der Naihe
der Schneidenspitze. In den Ebenen 1, 2 und 3 sei die Stro-
mung ndherungsweise homogen, auflerdem kénnen Rei-
bungseffekte im Freistrahl, die Reibung des Freistrahls an
der Luft und die Reibung an der Schneide vernachlassigt
werden. Die Schwerkraft soll senkrecht zur Zeichenebene
wirken.

u, = konst. Schneide

ottt

Freistrahl Staupunkt S

©

—
i
— 1
— e = P s
-
- by
>
—
-
—
u; = konst.
Staustromlinie

Geg.: Po, Ml,bl,h, 0, (bl < h)

1. Wie grofs ist der statische Druck pg im Staupunkt S, und
welcher Druck p; (i = 1, 2, 3) herrscht in den drei Ebe-
nen?

2. Wie grof3 sind die Geschwindigkeiten 1, und uz sowie
die Strahlbreiten b, und b3?

3. Bestimmen Sie mithilfe des Impulssatzes die resultie-
rende Kraft auf die Schneide in Betrag und Richtung
(x- und y- Komponente).

4. Um welchen Winkel a wird der Teilstrahl 3 zum be-
trachteten Zeitpunkt abgelenkt? Andert sich dieser
Winkel, wenn der Betrag der Geschwindigkeit 1 ver-
andert wird?

Resultat:

ps =p1+ gu%, Uy =uz =1,

b 2
bZ_ 3 b3_ 3’
Fs = pu%Al (1 _b coszx) i—pu%Al (b—z _bs sinzx) 7,
by bi b
sina = Z—i

Ausfiihrliche Lésung:

1. Bei allen Impulssatzaufgaben benétigt man auch die
Informationen, die uns die Kontinuititsgleichung und
die Bernoulli’sche Gleichung (bzw. Energiegleichung
kompressibler Stromung) liefern. Das gesamte Gebiet
soll reibungsfrei sein, daher kann der Druck an der Stel-
le S unmittelbar aus der Bernoulli’schen Gleichung auf
der Staustromlinie von 1 nach S bestimmt werden (z =
konst.):

P P

2 2

Der statische Druck am Ende der Staustromlinie wird

auch Staudruck oder Totaldruck genannt. Er enthélt

auch den dynamischen Anteil aus der kinetischen

Energie. Der statische Druck in den Ebenen 1, 2 und

3 muss dagegen gleich dem Luftdruck pg sein, denn

durch den Kontakt der freien Oberfldche des Freistrahls

mit der Luft muss hier der gleiche Druck vorliegen (sie-
he auch Anmerkung zum friitheren Beispiel der Diise):

p1+ Sui = ps+ Sus = ps.

P1 = P2 = P3 = Po-

2. Mit dieser Information konnen wir nun die Geschwin-
digkeiten 1, und u3 bestimmen, indem wir die Bernoul-
li’sche Gleichung jeweils auf einer Stromlinie in der
Freistrahloberflache von 1 nach 2 bzw. von 1 nach 3 aus-
werten:

po + gu% =po+ g“%
po + gu% =po+ gué,

Uy = U3z = Uq.

Die Kontinuitdtsgleichung inkompressibler Stromun-
gen liefert uns nun die zugehorigen Strahlbreiten b
und b3. Fiir den Teilstrahl, der vom Strahlablenker in
y-Richtung abgelenkt wird, gilt:

Mlhg—l = u2A2 = ulhbz,

_h

=3

Fiir den schrag abgelenkten Teilstrahl gilt dementspre-
chend:

by

3. Zur Ermittlung der Kraft auf die Schneide gehen wir
systematisch nach der , Fiinf-Schritte-Methode” vor.

Schritt 1 Das Kontrollvolumen ermitteln wir nach den
Tipps zur Wahl (siehe Ubersichtskasten). Die Schnei-
denoberflache muss Teil der Oberflache des Kontroll-
volumens sein, sonst kénnen wir die Frage nach der
Kraft nicht beantworten. Die Freistrahloberflache ist
definitiv Stromlinie und wird daher ebenfalls gewahlt.
Schliefilich ist in den Ebenen 1, 2 und 3 angegeben, dass
die Strémung homogen ist. Daher schneiden wir durch



diese Ebenen mit einem ebenen Schnitt quer zu den
Stromlinien. Weil es in diesem Fall am einfachsten ist,
senkrecht zu diesen. Wir definieren unser Kontrollvo-
lumen daher wie in Abb. 22.7 gezeigt.

e

=

Abb. 22.7 Festlegung des Kontrollvolumens

Schritt 2 Der Impulssatz wird in der allgemeinen Form
benutzt. Als Volumenkraft wirkt nur die Schwerkraft,
deren Kraftrichtung senkrecht zur Zeichenebene liegt.
Das heifit, die Schwerkraft leistet keinen Beitrag zur
gefragten Kraft in der x-y-Ebene und kann daher weg-
gelassen werden:

//p(u -n)udS = //(1’ —pn)dS
s s

Schritt 3 Die Oberfldche wird vollstindig in Teilberei-
che untergliedert, S = Ay + Ay + Az + Ar + Ag, was
sich auch in den Integralen des Impulssatzes wider-
spiegelt. Auflerdem beriicksichtigen wir sofort die An-
gaben ,Reibungsfreiheit” und ,Homogenitiat”, d.h.
T=0:

//p - nq u1d5+//p u - nz)uzdS
+//pu3 n3u3dS+// u - n)udS

Ap+Ag
= // (—pon)dS + //(1’ —pn)dS
A1 +Ar+A3+Af A
(S

—F. S,abs

Fsps ist die Absolutkraft der Fliissigkeit auf die
Schneide, inklusive der Wirkung des Luftdrucks. Die-
ser wirkt auch von der Riickseite der Schneide und
wird daher durch Anwendung des Uberdruckprinzips
nach (22.27) herausgerechnet. Dadurch fallt das Ober-

Aufgaben Kap. 22

flachenintegral iiber A; + Ay + A3 + Ap weg, und die
Kraft Fg ist nur noch die gesuchte, resultierende Fliis-
sigkeitskraft auf die Schneide.

Da auch die Flussterme der linken Seite des Impulssat-
zes auf den Stromlinien wegfallen, hat sich der Impuls-
satz bereits stark vereinfacht:

//P( u - m u1d5+//P uy - np)upds,

Ay
—|—//pu3 n3)u3dS = —Fg

Schritt 4 Die noch verbliebenen Vektoren werden nun
durch die Einheitsvektoren i und j ausgedrtickt:

Uy = ii; m = —i uy - mp = —uj,
uy = if; np =j;
uz = uj cos(a)i — uq sin(w)j,

up - np = uy,

nz = cos(a)i — sin(a)j; uz - 3 = uj.

Schritt 5 Die ermittelten Werte werden eingesetzt, und
es wird genutzt, dass alle Vektoren und Geschwindig-
keitsbetrdge konstant sind:

— putAvi + put Asj + pu3As (cos i — sinaj) = —Fs,

bs
Fs = pulA;(1—

by cosa)i — putA

by bz . .
(b1 by sina)j.
Die Kraftkomponente in x-Richtung entspricht dem

ersten Term der rechten Seite, die Kraftkomponente in
y-Richtung ist der zweite Term.

. Da laut Voraussetzung auch an der Schneide keine

Reibkraft angreifen soll (Vernachldssigen der Schub-
spannung), muss die resultierende Kraft auf die Schnei-
de in y-Richtung insgesamt null sein. Aus dieser Bedin-
gung ergibt sich der Ablenkwinkel « fiir den betrachte-
ten Fall:

—pulAl(1 - %smoc)]

0,
3 3
sinw = 1
2’
x = 30°.

Fiir eine andere Aufteilung des Strahls verdndert sich
der Ablenkwinkel, aber nicht bei einer anderen Stro-
mungsgeschwindigkeit u:

. b
sina = —.

=
=
©
=
[®)
(<)}
£
(%]
{=)]
[=
=
£
=]
1
=)
(V)




wn
—*
-
[«H
3
[ =
=
((=]
(%]
3
(47}
(o)
=
Q
=
~

6

Aufgaben Kap. 22

Beachten Sie Der Fall « = 90°, also by = b3 ist die sym-
metrische Prallstromung auf eine ebene Platte. Die
Schneide ist dann nicht, wie man vermuten konnte,
zur Halfte in den Strahl geschoben, sondern iiberdeckt
mindestens den gesamten Querschnitt. Dieser schein-
bare Widerspruch zur Anschauung 16st sich auf, wenn
man bedenkt, dass der Staupunkt S mit weiter einge-
schobener Schneide immer weiter von der Spitze weg
liegt. Im Fall der symmetrischen Prallstromung liegt
die Staustromlinie dann exakt auf der Symmetrieach-
se, vorher nicht.

225 ee Die folgende Aufgabe fithrt im Ergebnis auf
die Euler’sche Turbinengleichung.Trotz des Namens gilt
sie nicht nur fiir Turbinen sondern auch fiir Pumpenlauf-
rdder. Lediglich die Stromungsrichtung ist fiir Pumpen
(von innen nach auflen) und Turbinen (von auflen nach
innen) unterschiedlich, was aber in der Herleitung keine
Rolle spielt.

Drehmoment eines Kreiselpumpenlaufrades mit radia-
ler Beschaufelung Wir betrachten das Laufrad einer
Radial-Kreiselpumpe (siehe Abbildung) und wenden den
Drehimpulssatz darauf an. Die Stromung sei wieder in-
kompressibel (Dichte p = konst.), nahezu reibungsfrei,
und die Stromung im Laufrad ist im Wesentlichen trotz
der Schaufeln rotationssymmetrisch. Dies kann man sich
so vorstellen, dass sehr viele und sehr diinne Schaufeln
verwendet werden, sodass die Stromungsrichtung durch
die Schaufelrichtung vorgegeben wird. Wegen der Rota-
tionssymmetrie wird die Schwerkraft keine Momenten-
wirkung ausiiben, sodass sie auch nicht von vorneherein
vernachldssigt werden muss. Sie konnte im Vergleich zu
den anderen Kréften also beliebig grofs und beliebig ori-
entiert sein. Dies ist fiir praktisch alle Turbomaschinen
giiltig, denn als einzige Volumenkraft tritt in der Regel die
Schwerkraft auf.

Schaufeln

Ry

Wir betrachten das Laufrad aus einem ruhenden Bezugs-
system heraus und verwenden problemangepasst ein Zy-
linderkoordinatensystem (7, ¢, x) mit der x-Achse in der
Rotationsachse des Laufrads. Der Bezugspunkt zur Dreh-
impulsbildung liegt in der Rotationsachse x.

Beim Einstrémen in das Laufrad ist in der Praxis zwar
héufig das Stromungsmedium drehimpulsfrei (u1,, = 0),
stromt also in rein radialer Richtung, wir kénnen die
Rechnung aber auch ohne eine solche Vorgabe fiir den
allgemeinen Fall durchfiihren. Ein- und Ausstromung
des Fluids besitzen im Allgemeinen sowohl eine Radial-
komponente u;, als auch eine Umfangskomponente u; ,
(siehe Abbildung). Wenn das Laufrad von einer Welle mit
der Winkelgeschwindigkeit w angetrieben wird, ist hier-
fiir ein bestimmtes Drehmoment erforderlich. Das Fluid
stromt aufgrund der Fliehkraft von innen nach aufsen
durch das Laufrad und erhélt iiber die Schaufeln Dreh-
impuls.

Geg.:1i1,w, B, Ry, Ry, p.

1. Wie grof3 ist das notwendige Drehmoment M?
2. Wie grof3 ist die mindestens notwendige Wellenleis-
tung Pw zum Antrieb des Laufrads?

Resultat:

M =1 (R2M2,¢ — Rlul,q,) €x,
PW =Mw=m [(sz) MZ,(P - (le) u1,¢] .

Ausfiihrliche Lésung: Zur Ermittlung des Moments gehen
wir wieder nach der , Fiinf-Schritte-Methode” vor.

Schritt 1 Als Kontrollvolumen wéhlen wir den gesamten
Fluidbereich zwischen Innenradius Ry (Schaufeleintritts-
kreis) und Auflenradius R, (Schaufelaustrittskreis), wobei
wir die Schaufeloberfliche komplett erfassen, indem wir
das Kontrollvolumen kurz vor den Schaufeln beginnen
und erst kurz nach den Schaufeln enden lassen (siehe
Abbildung). Zur Erzeugung des geschlossenen Kontroll-
volumens, das nur Fluid, nicht aber Schaufeln enthalt,
verwenden wir die Schlitzmethode und verbinden al-
le Schaufeloberflachen wie gezeigt per Schlitz mit dem
Austrittskreis und nur eine der Schaufeln mit dem Ein-
trittskreis. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass
man so an einem beliebigen Punkt des Randes S des
Kontrollvolumens einen Stift ansetzen kann und dann,



ohne den Stift abzusetzen, jeder andere Punkt der Ober-
flache erreicht werden kann und man wieder zum An-
fangspunkt zurtickkommt. Dieser einfache Test erlaubt
es, die erforderliche Eigenschaft des Kontrollvolumens,
geschlossen zu sein, zu {iiberpriifen. Auch die von der
Fliissigkeit auf der Innenseite beriihrte vordere und hin-
tere Deckscheibe (welche die Schaufeln tragen) sind an
der Kraftiibertragung beteiligt und zdhlen zur Wandfla-
che Ay, dazu. Damit tibt das Laufrad tiber die Oberflache
A, des geschlossenen Kontrollvolumens das Moment M
aus. Uber die Fliache A; tritt das Fluid ein, tiber A, wie-
der aus. Eine bestimmte Schaufelform oder Ausrichtung
miissen wir nicht vorgeben, d.h. die Schaufeln kénnen
»stromungsgiinstig” im Sinne geringer Verluste optimiert
werden und z. B. ,riickwértsgekriimmt” sein.

Schritt 2 Der Drehimpulssatz wird allgemein aufge-
schrieben. Als Volumenkraft wirkt nur die Schwerkraft,
deren Momentenwirkung wegen der Rotationssymmetrie
des Volumens V in Bezug auf die Rotationsachse immer
Null ist. Das heifdt, das Fliissigkeitsgewicht leistet keinen
Beitrag zum Drehmoment und kann daher weggelassen
werden:

//p(u-n)(rxu)dS://(rxa)dS
S S

Schritt 3 Die Oberfldche wird vollstindig in Teilbereiche
untergliedert, S = Ay + Ay + Ara, was auf die Integrale
iibertragen wird. Wiederum beriicksichtigen wir sofort
die angegebene Reibungsfreiheit und die Homogenitit,
T=0:

1)(r X uq)dS
+//pu2 ny)(r X up)dS

—|—//p(u -n)(r x u)dS

ALa

—// plrxnl

—|—// pzrxndS—i—// (rxmn)d
ALa
|
M

Schritt 4 Noch verbliebenen Vektoren werden nun durch
die Einheitsvektoren ey, e, und ey ausgedriickt. Fiir Vek-
torprodukte gilt: Stehen die Vektoren senkrecht aufeinan-
der, so ist das Ergebnis ein Vektor, der auf den beiden
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anderen senkrecht steht und dessen Betrag gleich dem
Produkt der Betrdge ist. Sind die Vektoren parallel zu-
einander, ist das Vektorprodukt null. Beim Tauschen der
Reihenfolge entsteht der Gegenvektor:

Uy = uyer + Uy,plp, N1 = —er,

Uy = up ey + Uz,p€q, M2 = €y,

Uy -np = —Uyy, U Ny =1MUyy,
r=rey,
(1’ X ul) = R1M1,¢(67 X eq,) = Rlul,q,ex,
(r X up) = Roug gex.

Schritt 5 Die ermittelten Werte werden eingesetzt, und es
wird genutzt, dass alle Vektoren und Geschwindigkeits-
betrdge konstant sind. Das Drehmoment ist daher:

M = —puq Ry gexAr + pun  Roup yexAs.

Jetzt kann noch die Kontinuitatsgleichung berticksichtigt
werden, denn die radiale Komponente der Geschwindig-
keit mal jeweiliger radialer Flache ist der Volumenstrom:

1 = puy ;A1 = pup Az,
M =1m (Rzuzllp - R]Ll],q,) €x.

(2) Mindestens muss die Fluidleistung aufgebracht wer-
den, dazu kommen aber noch Reibverluste der Welle und
der Dichtungen. Die auf das Fluid iibertragene Wellenleis-
tung Pyy ist:

PW =Mw=m [(sz) MZ,(P - (le) u1,¢] .

Die Kernaussage dieser Gleichung (Euler’sche Turbinen-
gleichung) ist, dass die {ibertragene spezifische Arbeit
Pw /11, die in der Thermodynamik auch technische Ar-
beit w; genannt wird, bei Stromungsmaschinen (Turbinen,
Verdichter oder Pumpen) im Wesentlichen nur von der
Umlenkung der Stromung in Umfangsrichtung, der Win-
kelgeschwindigkeit der Welle und dem Radius abhéngig
ist. Fiir den haufigen Fall der drallfreien Zustromung ist
am Eintritt 11, = 0, dann hdngen Drehmoment und spe-
zifische Arbeit nur noch vom Austrittsdrehimpuls der
Stromung ab:

M = MR2M2,¢EX,

wy = (sz)u2,¢.

Weil die Dichte nicht mehr explizit in der Euler’schen Tur-
binengleichung auftaucht (sie steckt in ri1), gilt dies nicht
nur fiir inkompressible Stromung sondern auch fiir kom-
pressible Stromung,.

22.6 ee Sicherheitstemperaturbegrenzer eines
Warmwasserspeichers Bei modernen Warmwasserspei-
chern mit grolem Volumen, die zur Speicherung von
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Solarwdrme gedacht sind, wird aus Sicherheitsgriinden
ein Sicherheitstemperaturbegrenzer (STB) angebracht.
Damit sich bei hohen Speichertemperaturen insbesondere
Kleinkinder nicht verbrithen konnen, lasst sich der Misch-
automat so einstellen, dass eine Maximaltemperatur ¢max
nicht tiberschritten wird (siehe Abbildung).

Er2 =05 STB: Sicherheits-

temperaturbegrenzer

70 °C
-— -

o }
N P =50 °C Vi

Mischautomat

P

‘Warm-
wasser-
speicher

Gy =S

Vi
10°C

Er =05 f 3

ad

10 °C
T-Stiick .
1%

\i

Der Mischautomat mische dem Heiflwasser von 70°C
aus dem Speicher Kaltwasser von 10 °C zu, indem tiber
ein T-Stiick vor Eintritt in den Speicher Wasser aus der
Kaltwasserleitung am Speicher vorbei gefiihrt wird. Alle
Rohrquerschnitte sind kreisformig mit dem Innendurch-
messer d = 10 mm, die gerade Leitung vom T-Stiick zum
STB tiberwindet eine Hohe von h = 2,5 m. Die relative
Rauhigkeit ist k/d = 0,02. Die zur Rechnung notwendi-
gen (-Werte sind in der Skizze angegeben (sie wurden
zur Verdeutlichung des Berechnungswegs bewusst sehr
hoch gewihlt) und beziehen sich beim T-Stiick und beim
Speicher auf die Rohrleitungsgeschwindigkeit am Ein-
tritt in das jeweilige Bauteil, beim STB bezieht der Wert
sich ausnahmsweise auf den Austritt (das ist einfacher
zu rechnen). Der Mischautomat im Kaltwasserstrang be-
sitzt einen Verlustbeiwert von mindestens 1 (offen) bis
unendlich (bei geschlossenem Mischer, wenn die WW-
Temperatur unter dem Maximalwert ist, d. h. kein Durch-
fluss). Im betrachteten Betriebsfall soll ein Volumenstrom
V =0,31/s entnommen werden. Der STB wird auf eine
maximale Temperatur von 50 °C eingestellt. Zur Ermitt-
lung von Rohrwiderstandszahlen bei turbulenter Stro-
mung soll die Colebrook-Formel verwendet werden. Wei-
tere gegebene Werte: Wasser: p = 1000kg/m3, kinemati-

sche Viskositit: v = 1,0 - 10~ m? /s.

Bestimmen Sie:

1. den Volumenstrom Vi aus dem WW-Behilter und
den vom Mischautomat zugemischten Kaltwasser-
strom VK,

2. die Reynoldszahl, die Rohrwiderstandszahl A und den
Verlustbeiwert (x in der Mischleitung,

3. den Druckverlust Apy des Systems (Eintritt T-Stiick bis
Austritt STB) und den Verlustbeiwert {tg; des STB in
diesem Betriebsfall,

4. die kleinstmogliche Temperatur dmin, auf die sich mit
den gegebenen Werten der STB iiberhaupt einstellen
lasst. Verwenden Sie hierbei (vereinfachend) die vorher
berechnete Rohrwiderstandszahl A.

Resultat:
. 1. . 2.
h
A =00515, {x=A7=1287, Apy=55910Pa,
{181 =523, Omin = 41°C.

Ausfiihrliche Lésung:

1. Die Aufteilung des Volumenstroms dieser Parallel-
schaltung ergibt sich aus der eingestellten Temperatur.
Die Enthalpie bzw. innere Energie des Wassers (War-
mekapazitét cy) nach der Mischung ist gleich der Sum-
me der einzelnen Strome:

V=Vw+ Vk,
pVew (50°C) = pVwew (70°C) + pView (10°C),
V(50°C) = Vy(70°C) + Vk(10°C),
V(70°C —50°C) = Vg (70°C — 10°C).

Wir erhalten:

Vi — %V —011/s,
. 2.
Vi = 3V =021/s.

2. Die Rohrleitungsgeschwindigkeit und die Reynolds-
zahl in der Mischleitung sind:

Vi 4Vk

UK = A~ P =1,273m/s,
Re = “%d — 12.730.

Die Reynoldszahl ist tiber 2300, daher ist die Strémung
turbulent, und wir verwenden die iterative Colebrook-
Formel (Gl. 22.34), wobei wir beachten, dass der Loga-
rithmus in der Gleichung zur Basis 10 ist. Als Startwert
verwenden wir einen aus dem Diagramm 22.28 abge-
lesenen Wert. Fiir Re &~ 12.000 und k/d = 0,02 erhalten
wir als Startwert A = 0,05. Diese Ablesegenauigkeit
reicht fiir die Iteration aus. Iteriert wird tiber \/X, So-
dass wir auf der rechten Seite der Colebrook-Formel

-1

2,51 k
revr T 3mm)

)\ =
2log(

den Wert \/XO = 0,224 einsetzen. Die in den Iterati-
onsschritten erhaltenen Ergebnisse setzen wir immer



wieder rechts ein, bis sich das Ergebnis nicht mehr &n-
dert. Wir erhalten folgende Werte:

VA1 = 0,22700,
VA, =0,22692,
VAs = 0,22692.

Bereits nach drei Iterationsschritten liegt Konvergenz
vor. Nach Quadrieren (nicht vergessen!) erhalten wir
die Rohrwiderstandszahl und berechnen den Verlust-
beiwert der Rohrleitung aus ihrer Lange h/d:

A = 0,0515,

x = /\ﬁ =12,87.
d

. Der Druckverlust des Systems ist gleich dem Druck-
verlust der beiden Einzelstrange. Das bedeutet, wir
konnten grundsétzlich entweder den Weg durch die
Mischleitung oder den Weg durch den Warmwasser-
speicher zur Berechnung wéhlen. Der Verlustbeiwert
des Mischautomats ist aber nicht bekannt, da er sich
automatisch einstellt, sodass wir den Weg iiber den
Behilter wahlen. In beiden Strangen sind mehrere ver-
lustbehaftete Elemente hintereinander geschaltet, so-
dass sich deren Druckverluste addieren. Beim Weg
durch den Warmwasserspeicher treten die Verluste des
T-Stticks ({17), der Verlust des Behélters ({ww) und der
Verlust des STB ({Tp2, Bezugsenergie ist der Austritt!)
auf:

4V

UR = W = 3,820 m/S,
4Vw

uw = W = 2,546 m/s,

Apy = g <§T2“R2 + Cwwuw? + §TBzuR2) ,
Apy = 55.910 Pa.

Der gesuchte Verlustbeiwert, auf den sich der Mischau-
tomat eingestellt hat, lasst sich jetzt {iber den bekannten
Druckverlust des Systems ermitteln:

ugr = 3,820 m/s,
ug = 1,273 m/s,
Apo = P ( 2 2 2
PV =7 {T1ur” + Cxux” + JTB1UR” ) ,
{tB1 = 5,23.

. Fiir den vollstindig offenen STB gilt {151 * = 1. Der Ge-
samtdruckverlust senkt sich daher entsprechend ab, in
beiden Stridngen stellen sich neue Geschwindigkeiten
ein:

Apy* = (@TluR2 + grug? + @TB1*uR2) ,

NI NI

Apy* = (@TZMR2 + Cwwuw™* + @TBzuRz) .

Aufgaben Kap. 22

Setzt man noch die Kontinuitdtsgleichung ur = ux* +
uw™ ein, ergeben sich die neuen Geschwindigkeiten in
den Rohrleitungen sowie die neue Mischtemperatur:

ug* =1,846m/s; uw* =1974m/s; OYmin = 41°C.

22.7 eee Zustandsinderung iiber einer Stofsfront Be-
stimmen Sie mithilfe der Erhaltungssdtze die Zustands-
anderung iiber einer Stofifront aus der Anstrémmachzahl
My

1. die Druckdifferenz tiber die Stofifront in Abhédngigkeit
von den Geschwindigkeiten und den Dichtewerten,

2. das Druckverhiltnis p, /p1, das Dichteverhéltnis p, /o1
und das Temperaturverhaltnis T, /T4,

3. die Abstrémmachzahl M, und die Entropieerzeugung
(s2—s1)/R.

Resultat:

p2 —p1 = p1ur’ — pau?,

p2 K 2
==14+2— —1
P1 * Kk+1 (Ml )’
M2 = m2PLPL
p2p2’

52— 51 1 P2 K P1

R K—lln(Pl)JrK—lln(Pz)'
Ausfiihrliche Losung: Die in Abb. 22.34 markierte Stof3zo-
ne, an der bilanziert wird, ist sehr diinn, sodass die ring-
formige Wandfldache Aw sehr viel kleiner ist als Eintritts-
und Austrittsfliche, die wiederum gleich grof8 sind, A} =
Ap. Wegen der kleinen Wirkflache Ay kénnen wir im Im-
pulssatz insbesondere evtl. wirkende Schubspannungen
(bzw. die Krafte aus diesen Fr = twAw) auf dieser Flache
gegen Druckkrifte vernachldssigen. Diese Vereinfachung
rechtfertigt sich auch im realen Experiment durch die be-
obachtbare geringe Dicke der Stofizone. Der Losungsweg
wird hier nur angedeutet, beim Impulssatz wird die Fiinf-
Schritte-Methode angewendet.

1. Am skizzierten Kontrollvolumen ergeben Kontinui-
tdts-, Energie-, und Zustandsgleichungen sowie der
Impulssatz im ersten Schritt folgende bereits verein-
fachte Gleichungen:

01Uy = P2y,
2 2
U1 Uy
M+ —=—=hy+ =,
1+ 2 >+ >
x—1 .
pi = PihiT} i=12,

P2 —p1 = p1a® — paup?.
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2. Kontinuitédt, Energie- und Impulssatz werden umge-
stellt und die Eintrittsgeschwindigkeit ausgeklammert:

pr_1H

P2 ur’
2 2
m- (1_u_22) =hy— Iy,
uj

2
2

= o2 (1 P2
o (1 p1u12>'

Das Geschwindigkeitsverhiltnis in Energie- und Im-
pulssatz wird mit der Kontinuititsgleichung durch das
Dichteverhiltnis ersetzt:

2 2 2
u Pl u Pl Pl
iy (Y A e s Iy ey
2 ( P22> 2 < P2>< P2>

=hy— M,

p11i1 (1 - &> =p2—p1-
02

Dividiert man die erste der beiden entstanden Glei-
chungen durch die zweite, féllt auch die Geschwindig-
keit u; heraus und es entsteht eine Gleichung nur in
Zustandsgroflen, die Hugoniot-Relation:

L (1 + P_l) = u
201 02 P2 —p1

Die Enthalpien #; und hy lassen sich aus dieser Glei-
chung noch mithilfe der Zustandsgleichung idealer
Gase eliminieren, sodass wir schliefllich nach einigem
Umformen folgende Beziehung erhalten:

P_Z(&l)_l
@: o1 \ k-1

p1 (u) _e
x—1 01

Diese lasst sich auch nach dem Dichteverhaltnis auflo-

sen:
p2 (k41
o2 a (%) +1

Wir betrachten nochmals den umgeformten Impulssatz
und fiihren tiber die Zustandsgleichung die Machzahl
M;j ein:

fﬂﬁQ_&)ﬁmfc_ﬂ>:&_
P1 02 02 P1

Zusammen mit der vorherigen Beziehung ergibt sich
eine quadratische Gleichung fiir das Druckverhiltnis
mit M; als Variable, die wir nach dem Druckverhéltnis
auflosen. Die Gleichung besitzt zwei Losungen fiir das
Druckverhiltnis: Erstens die triviale Losung py/p1 =
1 der ungestorten Stromung im Rohr, in diesem Fall
stellt sich kein Stof8 ein, was nattirlich eine physika-
lisch mogliche Losung der Gleichungen an unserem
Kontrollvolumen ist. Die zweite Losung ist das Druck-
verhaltnis, wenn sich ein Stof$ gebildet hat (22.46):

Z—jzuzﬁ(mz—l).

Die anderen Zusammenhéange (22.47) bis (22.50) der ge-
fragten Groflen erhalten wir, wenn wir dieses Ergebnis
riickwiérts in die vorherigen Beziehungen einsetzen.

. Fiir die Abstrommachzahl und die Entropieerzeugung

verwenden wir am Schluss noch die Beziehungen zwi-
schen den Zustandsgrofien s, p und p bei idealem Gas:

My* = Mlzﬂp—l,
P2 P2

sp—s1 1 P2 K P1
gast} __K_lln(pl)+_K_11n<pz>.





